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Synthèse

Ensemble 
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 des nombres complexes

A) Forme algèbrique d’un nombre complexe.

    Théorème
   

	Il existe un ensemble, noté 
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,de nombres appelés nombres complexes, tel que :

· 
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 contient 
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 ;

· 
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 est muni d’une addition et d’une multiplication pour lesquelles les règles de calcul sont les mêmes que dans 
[image: image6.wmf]¡

 ;

· Il existe dans 
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 un nombre non réel, noté i, vérifiant    i2 = - 1 ;

· Tout nombre complexe z s’écrit de façon unique sous la forme (dite algébrique) :

                           z = a + i b     où  a  et  b  sont des réels.


      Définitions


           - Le réel a est appelé  partie réelle  de z et est noté 
[image: image8.wmf]Re(z)

.
           - Le réel b est appelé  partie imaginaire  de z et est noté 
[image: image9.wmf]Im(z)

.
           - Si b = 0 alors z = a  et z est réel.

   - Si a = 0 alors z = ib et z est appelé  imaginaire pur.


     Premières conséquences

                               a, b, a’, b’ sont des réels

	a + i b = a’ + i b’  
[image: image10.wmf]Û

  ( a = a’  et  b = b’ )

	a + i b = 0  
[image: image11.wmf]Û

  ( a = 0  et b = 0 )


      Opposé d’un complexe

          Si z = a + i b avec a et b réels alors on appelle opposé de z le complexe noté – z 
           tel que :     - z  = - a + i ( - b )

B) Representation géométrique d’un nombre complexe           

       Le plan est rapporté au repère orthonormal direct  (O ; 
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      Définitions


      Soit le complexe  z = a + i b,     a et b réels.    
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       - Le point M(a;b)  est appelé le point image  de z.
 b
   M (z = a + i b )
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       - Le vecteur 
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(a;b)  est le vecteur image  de z.                   
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r


[image: image153.png]


[image: image154.png]T (zrzr)




       - Le complexe  z  est  l’affixe du point  M  et             
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          l’affixe  du vecteur 
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      Affixe d’un vecteur 
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B( zB )        
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                       affixe( 
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) = affixe (B) – affixe (A)                                  


                                                                                                                                                              

      On note souvent :         
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z  z z

A

B

AB

uuur


   
A(z A)


      Propriétés                                                                                        
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Pour tous vecteurs U et V et tout réel ,

urur

 
                                                                              
[image: image22.wmf]                                                                                                                    

                  


                 
[image: image23.wmf]=+

+

z z   z 

U  VUV

urururur

                                                                                                                                          
                   

[image: image24.wmf]=

a

a

z  z 

 UU

urur

                 
                                                                      
                                                         
 
       en particulier :         
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       Affixe du milieu d’un segment

       Si I est le milieu du segment [AB] alors 
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C) Conjugué d’un nombre complexe

    Définition

       On appelle conjugué du complexe z = a + i b, a et b réels, le complexe noté  
[image: image27.wmf]z

 et

       défini par :      
[image: image28.wmf]z

 = a – i b.



      Interprétation géométrique                                                  b                  M(a + i b)

       Les images de deux complexes conjugués                            O                 a

       sont symétriques par rapport à l’axe

       des abscisses (appelé souvent axe des réels).                     - b                 M’(a – i b)   
    Remarque:  z + 
[image: image29.wmf]z

 = 2 Re(z)   et   z - 
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 = 2 i Im(z).                                                                                                                                                                                 

      Théorèmes 

                         
                             Soit z un nombre complexe.

· z est réel si et seulement si  
[image: image31.wmf]z

 = z 

· z est imaginaire pur si et seulement si  
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 = - z 

       Propriétés
                               
        Pour tous complexes z et z’ :   

· 
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· 
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  et  
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Ces résultats s’étendent à une somme algébrique de n termes. 
· 
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Ces résultats s’étendent à un produit  de n termes :
pour tout entier naturel n,  
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· 
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· Si  z = a + i b  avec a et b réels  alors  z
[image: image40.wmf]z

 = a2 + b2 donc pour z 
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                      si (a ;b) 
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. C’est la

                     méthode utilisée pour écrire sous forme algébrique un inverse ou un quotient.

                                       

D) Module et arguments d’un nombre complexe non nul.
    Définition

       Soit z un nombre complexe non nul d’image M dans le plan muni d’un repère orthonormal
       direct (O ; 
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), et soit (r, 
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) un couple de coordonnées polaires du point M dans (O; 
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).       

              - le réel r est appelé module de z et noté 
[image: image47.wmf]z

 ;

              - le réel 
[image: image48.wmf]q

 est appelé argument de z et noté arg(z). 
       On a donc :
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= r = OM                                                                      
               arg(z) = 
[image: image50.wmf]q

 = 
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]
       Remarques
▪  Le complexe  0 a pour module 0 mais n’ a pas d’argument.

 ▪  Tout complexe non nul z a une infinité d’arguments. Si 
[image: image53.wmf]q

 est l’un d’eux, tout

autre argument de z est de la forme 
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 + K 2
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. On écrit alors :

               ▪   arg(z) = 
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    [mod  2
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]      ( ou simplement [2
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       Conséquences
               ▪  Si z = a + i b avec a et b réels alors   
[image: image60.wmf]zab
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.
      
               ▪   Le module de tout réel x est la valeur absolue de x.

               ▪  z réel non nul équivaut à  arg(z) = 0  [
[image: image61.wmf]p

].
                    z imaginaire pur non nul équivaut à arg(z) = 
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 [
[image: image63.wmf]p

].
▪  Soit z un complexe non nul :


                                                                         
     [image: image64.png]arg(z)=-arg(z) (mod 2m)

arg(-z)=

+arg(z)  (mod 27)




E) Formes trigonométriques d’un nombre complexe non nul.


       Théorème


               Soit  z = a + i b, avec a et b réels, un complexe non nul.

               Si    
[image: image65.wmf]z

 = r et si arg(z) = 
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  [mod 2
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]    alors    

                             a = r cos
[image: image68.wmf]q

    et    b = r sin
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                                         [image: image70.png]


 

       Définition

               Soit z un nombre complexe non nul de module r et dont un argument est 
[image: image71.wmf]q

.

               L’ écriture  z = r ( cos
[image: image72.wmf]q

 + i sin 
[image: image73.wmf]q

 ) est appelée forme trigonométrique de z. 
       Relations de passage entre forme algébrique et formes trigonométriques.

	Forme algébrique

    z = a + i b

   a et b réels                               

         

                            

	 Formes

 trigonométriques
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                  r = 
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 ;  
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       Egalité de deux complexes


                    Deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont le même 

                    module et des arguments égaux modulo 2
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       Théorème

                  Si  
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 = arg(z)  [
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F) Propriétés des modules et arguments.                                                                                       

       Propriétés des modules

                             Pour tous complexes z et z’ :

· 
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 = 0  
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 z = 0.

· 
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 ( inégalité triangulaire )

· 
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· Le module d’un produit de n nombres complexes est

     égal au produit des modules de ces complexes. 

     En particulier : pour tout entier naturel n,   
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       Propriétés des arguments

  Pour tous complexes non nuls  z  et  z’


· arg(zz’) = arg(z) + arg(z’)    [2
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] 

· arg
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æö

ç÷

èø

1

 = – arg(z)  [2
[image: image97.wmf]p

]

· arg
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 = arg(z’) – arg(z)  [2
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· La première propriété s’étend au produit de n nombres

    complexes non nuls. En particulier :

    pour tout entier naturel n,   arg 
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       Formule de Moivre


               Pour tout réel 
[image: image101.wmf]q

 et tout entier naturel n,   
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    G) Formes exponentielles d’un nombre complexe non nul.        






    Définition

           Pour tout réel 
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 on pose :   
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                Alors, si z est un nombre complexe non nul de module r et dont un argument

                est 
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, on appelle forme exponentielle de z l’ écriture : 
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        Règles de calcul sur les formes exponentielles  
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 sont des réels quelconques, r et r’ sont des réels > 0.

· 
[image: image108.wmf]'

ii

rer'e(rr' et ' [mod 2] )

qq

qqp

=Û==


· 
[image: image109.wmf]ii

rere

qq

-

=


· 
[image: image110.wmf]i()

i

(re)re

qp

q

+

-=


·  
[image: image111.wmf]i(')

ii'

rererr'e

qq

qq

+

´=


·  
[image: image112.wmf]i

i

e

rer

q

q

-

=

11


·  
[image: image113.wmf]i'

r'er'

i(')

e

i

r

r e

q

qq

q

-

=


·  
[image: image114.wmf](

)

n

ini n

rer  e

qq

=

, pour tout n de 
[image: image115.wmf]¥



        Formules d’Euler    


          Pour tout réel 
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       Equation du second degré à coefficients réels dans 
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   a réel 
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0, b et c réels.              

            Le réel  
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= b2 – 4 a c  est le discriminant de l’équation.

                   (  Si 
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> 0 alors l’équation admet deux solutions réelles             
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                   (  Si  
[image: image125.wmf]D

= 0 alors l’équation admet une solution rélle double
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            Remarque : dans tous les cas           
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H) Distances et angles orientés
      Longueur d’un segment [AB]      


                               AB = 
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          Mesure de l’angle   
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                  A  et  B étant deux points distincts                                
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Mesure de l’angle   
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              [image: image134.png]A, B et C étant trois points distincts

(mod 27)





                    
Conséquences

           Les points A, B et C étant trois points distincts :

                 - les points A, b et C sont alignés si, et seulement si,   
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                 - les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si, et seulement si, 
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I) Transformations du plan.


         [image: image137.png]Translation de vecteur V' = OB .

Soit B le point diaffixe b.
Le point W' d affixe 2=z +b est limage
du point M d affixe z par la translation de
vecteur V =0B .
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Homothétie de centre 
[image: image139.wmf]W

 et de rapport K.

                 Soit 
[image: image140.wmf]W

 le point d’affixe  ω  et  k  un réel non nul.         
                 Le point M’ d’affixe z’ tel que  z’ – ω = k (z – ω)
                 est l’image du point M d’affixe z par l’homothétie
                 de centre 
[image: image141.wmf]W

 et de rapport  k.   
          
          Rotation de centre 
[image: image142.wmf]W

 et d’angle 
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                 Soit 
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 le point d’affixe  ω  et 
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 un réel.   
                 Le point M’ d’affixe z’ tel que  z’ – ω = 
[image: image146.wmf]i
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 (z – ω)
                 est l’image du point M d’affixe z par la rotation

                 de centre 
[image: image147.wmf]W

 et d’angle 
[image: image148.wmf]q

.   
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