Terminales S — corrigé du devoir en classe n°3

EXERCICE 1
Partie A
f(x) = —x>+3x+3avecx € R
1. Variations, limites de f en —oo et +00
La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel x on a f'(x) = 3 +3==3x—1)(x+1).
La dérivée de f est donc un trindme du second degré qui s’annule en 1 et —1.
Onaaussi lim f(x) = lim (—x’) = —co,deméme lim f(x) = +oco.
X—+00 X—+00 X——00
Les variations de f sont résumées dans le tableau suivant :
X |—00 —1 1 +o00
f/(x) — 0 + 0 4+
+o00 5
f(x) \ 1 / \ o
2. Etude de I'équation f(x) = 0
e L'image de l'intervalle | —oo ; 1] par la fonction continue f est I'intervalle [1; +o0l.
Comme 0 ¢ [1; +oo[, I'équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans |]—oco ; 1].
e La fonction f est continue et strictement décroissante sur [1 ; +oco[ et 'image de l'intervalle
[1; +ool par f est I'intervalle |—co ; 5] .
D’apres le théoreme des fonctions continues strictement monotones, f prend une fois et une
seule toutes les valeurs de ]—co ; 5].
Comme 0 € |—o0; 5], il existe & unique dans [1 ; +ool tel que f(x) = 0.
Conclusion : I'équation f(x) = 0 possede une seule solution réelle xetona o > 1.
3. Encadrement de « d’amplitude 1072
Par la méthode du balayage on obtient 2,10 < o« < 2,11.
Partie B
f
g(x) = x3(—?1 avecx € R —{-1}
1. a. Signedex® +1

pour toutréel xona (x + (x> —x+1) =x> = x> +x+x* —x+1=x>+ 1.
Le trindme x> —x+ 1 n’a pas de racine réelle donc, pour tout réel x, on a x2 —x+1> 0, ainsi
le signe de x> + 1 est celui de x + 1, donc :
e X3+1> 0 pour tout x > —1;
e x>+ 1< 0pourtout x < —1;
e x>+ 1=0si,etseulementsi, x = —1.
b. Limites, a gauche et a droite, de g en —1
Iim f(x) =1
x——1

lim (x> +1) =0 donc lim g(x) = —oo, de méme, lim g(x) = +oo.
x——1 x——1 x——1
x<—1 x<—1 x>—1

x < —ldoncx>+1<0

On en déduit que la courbe ¢ possede une asymptote (parallele a I'axe des ordonnées)
d’équation x = —1.



2. a. Asymptote a ¢ en +oo et en —oo

3
lim g(x) = lim ( X ) =—1,de méme, lim g(x)=—1.
X—

X—+00 X—+00 X3 —0o0

Ainsi la droite A (parallele a ’axe des abscisses) d’équation y = —1 est asymptote a ¢ en
+o00 et en —oo.

b. Position relative de € par rapport a A
Pour tout réel x # —1ona:

f(x) fx)+x*+1  —x34+3x+3+x*+1  3x+4

1= 1= = )
g(x) + X3+1+ x3 + 1 x3 + 1 x3 41

Le signe de g(x) + 1 est donné dans le tableau suivant :

X |—o0 —% -1 +4o0
3x+4 -0+  +
x> +1 - -0+
g(x)+1 + 0 — | +

Onadonc:
e ¢ estau-dessus de A sur}—oo : —% [ etsur]—1; +oo[;
o ¢ estau-dessus de Asur |—3; —1[;

e % coupe A au point de coordonnées (—3 ; —1).

EXERCICE 2

f1(x) =VvVx2 +1, f2(x) = xet k(x) = f1(x) — f2(x) avec x € [0; +o0

1. Limites de 1 et f en +o0
_ 2 . _ . _ . _ 7 <
e Enposanty = x“+ 1ona Xl_l}gl@g = +oo donc X1_1}11100 fi(x) = ygglwﬂ = 400, d’apres le
théoreme de la limite d"une fonction composée.

e lim fy(x)= lim x = +oo.
X—+00 X—+00

Ainsi, on ne peut pas en déduire la limite de k = f; — f; en 400 car on obtient la forme indéter-
minée « 0o — 00 ».

2. Nouwelle expression de k
Pour tout réel x > O on a (\/m—l—x)(\/m—x) = (m)z—xz =x24+1—-x2=1.
Donc, pour tout réel x > O on a VZHT+x#0etk(x) =vx2+1—x= x2:1+x
3. Encadrement de k
Pour tout x > 0 on a x2 + 1 > x% donc v/x2 + 1 > VX2 (la fonction racine carrée est croissante).
On obtient donc vxZ + 1 > x d’ott VX2 + T+ x > 2x > 0 et en utilisant la fonction inverse (qui
] glsoitogk(x)gl.

VX2+T1+x 2 2x

est décroissante) on a 0 <
4. Limite de k en 400

1 1
0 <k(x) < s—et lim —— =0donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim k(x) =0.
2x  x—+o0 2X x—+00



EXERCICE 3

_x3—3x—6

f(x) =

etg(x)=(x— 1)2 avecx € |—2; +oo|

X+ 2

1. Conjecture pour les « grandes valeurs » de x

On constate que, pour les grandes valeurs de x, les représentations graphiques de f et g sont
tres proches 1'une de l’autre. On peut conjecturer que ces courbes sont asymptotes 1'une de
'autre.

. a. Calcul de g(x) — f(x)

Pour tout réel x > —2:

3 2 3
_ o 2_x—3x—6_(x—1)(x+2)—(x —3x—6)_ 8
90x) = flx) = (x=1) x+2 x+2 o x+2
. Validation de la conjecture
. . ) 8
Comme xl_l}lg})()(X+2) = 0 alors Xl_lgloo [g(x) — f(x)} = x1—1>I-Poo 2=

La conjecture est validée, en effet g(x) — f(x) représente la différence des ordonnées entre un
point sur la représentation graphique de g et le point sur la représentation graphique de f
ayant la méme abscisse.

. But de I'algorithme

L’algorithme proposé détermine la plus petite valeur entiere de x supérieure ou égale a —1

telle que —— < 107N, ot entier naturel N est choisi par l'utilisateur.

. Affichage lorsque N = 2

L’algorithme affiche 798.

. o . 8
Remarque : on peut déterminer cette valeur en résolvant 1'inéquation ] < 1072 dans

I'intervalle ] -2 ; +ool.



