'EXERCICE |

1.

* G=(GND)U(GND);orG et D sont indépendants donc P((G N D) = p?. -
De plus GND et GN D sont incompatibles donc P(G) = p = P(GN D)+ P(GN D)= P(GND)+p*.
Ainsi P(DNG) =p—p? =p(1 —p) = P(G) x P(D), donc D et G sont indépendants.

* De méme, P(D) = 1—p = P(DNG)+P(DNG) donc P(DNG) = (1—-p)—(p—p?) = 1-2p+p* = (1—-p)*.
Donc P(DNG) = P(D) x P(G), D et G sont indépendants.

. — “N’avoir aucun rein atteint” est I'événement D N G, donc pg = (1 — p)2.

— “Avoir un seul rein atteint” est I'événement (DN G)U (DN G), (DNG) et (DN G) étant des événements
incompatibles. Le calcul de P((D N G) donne également p — p?, donc p; = 2p (1 — p).

— “Avoir les deux reins atteints” est ’événement D N G, donc py = p2.
On pouvait aussi remarquer que les 3 événements de cette question forment un systéme complet d’événe-
ments, donc la somme de leurs probabilités vaut 1.

P((Dmé)u(bme))

. Il s’agit de calculer une probabilité conditionnelle : Ppug ((Dﬂ@)U(EﬂG)) qui vaut FDUG)
2p(1 — 2(1 —
Notons ps cette probabilité, on a ps = Pl p; = ( p).
p+p—p 2—-p
—. P(DNG 1-—
. Il s’agit & nouveau d’une probabilité conditionnelle : Pp(D N G) = ( ) = r-p) =1-p
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PROBLEME
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2.

Partie 1

1
. La fonction ¢ — ) est décroissante sur 0, +o00[, donc soit k € N, k > 2, Vt € [k,k+ 1] on a:

t

1o _1_1 1 ],“1<1
kr1z S S

soit en intégrant de k a k+ 1 : mg ) <=

—_

1
L’inégalité de droite fournit : e < ﬁ; en transposant celle de gauche pour k£ — 1, on obtient :

1 IR 1 1
——5 < [ } , C’est a dire : <
(k+1)—1) t
(a) En écrivant I'inégalité de gauche pour k € [2,n] et en ajoutant membre & membre, on a :
no1 n 1 1 1 1
1+ — <1+ ———=141——<2 (s0 e téle ique). La série de terme général — est
k§2 2 k§2 1% - (somm scopique) ri rme général —
une série & termes positifs, d’apres le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, elle converge.

1
. 2SI W d’ott ’encadrement demandé.

(b) On écrit Pencadrement (1) pour k € [n, N] ot n et N sont deux entiers supérieurs & 2 et on ajoute
N

N N
11 1 1 1 11 1 1
bre amembre: Y ————=-—— <SS <y — -~
mempre a membpre k:nk k—|—1 n N+1 ];Lk;Q ];Lk—l k‘ n—1 N

Cet encadrement est valable pour toute valeur de N supérieure a n, donc par passage a la limite lorsque

1 1 1
N —+4:—-—<R, < 1 Comme ~ —, on déduit R, ~ —.
n

n — n — oo n oo n
111 1 1 1
1_ _ - (puisque k3 > k3 — k).
o1 F R R ok g (pusauekt> /

N 1 N 1 1 1 1 1 1 1 1
Por N o $ e (Lo Dy (L Ly (L <
our >n, Zkg k-n(k_l k k2> (n—l N) (Tl N+1> n(?’l—l)
—_—

k=n

N
minorant de > )%2
k=n "

Partie 2

C Upg1 = Up = —In(n+1)+Inn= —In(l+ 1) =

1 1
o1 1 L 1y
+1 n(l+;)
1 1 1+(1> 1 1+(1) 1+(1>d 1
- ——+4ol=))-|-—==+0o[l=) ) =— == +0o[ =) donc up — Upi1 ~ —.
n n n n  2n? n? 2n? n? " s 2n2
Up — Un4+1 €St équivalente & une suite a termes positifs, donc il existe un rang a partir duquel u,, — up41 >0
Up — U
( en effet, —n Tl pour limite 1, donc est strictement positif & partir d’un certain rang). La suite (u,)

1/(2n?)
est donc décroissante & partir d’un certain rang.



2.

1.

r—k
k(k+1)
donc par intégration de k a k+ 1 :

L’équation de la corde entre les points d’abscisse k et k + 1 est donc par convexité de

1 1 t—k
1 VEE k1], <o — —
x— t,ona:Vtelkk+ Lt FRGE D)

k+1 k4l La | k—t 1 /1 1
In(——]= Sdt< S Tl gp=s (o).
n( k ) ~/k t /k TR 2<k:+k+1>

k—t
k(k+1)

prenant Uaire du trapéze délimité par les pomts de coordonnées (k,0), (k+1,0), (k, 1) et (k+ 1, k+1) le
calcul de I’équation de la corde n’est donc pas nécessaire.
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Remarque : la valeur de l’intégrale de t — + de k a k+ 1 se calcule de fagon trés simple en

1 1
L’inégalité de gauche s’obtient grace & la décroissance de z — %, donc Vt € [k, k+ 1], —— 1 < n puis on
intégre sur [k, k + 1].
1 k+1 o . .
Uk41 — Uk = P In 5 donc, d’aprés I’encadrement obtenu & la question 2, on a :
Vk>1 1 L (] + — 1 <0, t L 1 ! < <0
—_— == U —u soit — — Upt] — U .
/7k+1 2 k k+1 \k+1 LRSS k+1 Lk XX Uk+1 kX
1 1
En ajoutant membre & membre pour 1 < k< n—1 : 3 ( — 1) < Uup —up < 0, donc comme u; = 1,
n
1 1
5 + 5 < uy, < 1. La suite (u,) est monotone (décroissante) minorée (par 1/2) donc converge ; par passage
n

1
a la limite, on a donc 3 <limu, =7y < 1.

Partie 3

(a) La fonction x — In(1 + z) est de classe € sur I = [0,1/2] donc on peut appliquer la formule de Taylor
Lagrange a l'ordre 2 avec a =t et b= 0 : pour ¢ €]0,1/2] il existe ¢ €]0,¢[ tel que

1 t2 —1 t3 2
Inl=In(1+1¢t) —tx — - = .
nl =M+ — X o o X G T a X [T o
2 t2 t2 2243 2 3 t t2
0< — = <2et0< —/——= < d ——— < === <In(l4+t)—— < — et t=20
g 2t 0<gape < gdome g -3 <5~ 3 <hl+)—go5 <5 etpour
on a égalité des deux cotés.
k+1 1 1/k 1
(b) uk—ukﬂzln(k)—Mzln(l—s—i)—l_'_(l/]f).Pourk}ZonakEIdonc
1 2
34 g ST S g
N 0o
(c) Z(uk_uk;+1):un_U/N+1 donc la série converge et Z<Uk_Uk+1):un_’y.
k=n k=n
N 1 9 N N
(d) Soit n > 2, (2/€2_3k?’> SZ(uk—uk+1)<Z2k2 On a vu dans la partie 1 que
k=n k=n k=n
Loy lo bogyle 1y Pencadrement précédent ) la Timit
— < —<——e — < ————, donc avec I'encadrement précédent, par passage a la limite
n k:nkQ n—1 k:nk3 n(n—1) P bat passag
I N — + ! 2 < < 1
orsque 0 — =S U, — VS -
d on  3n(n—1) TSm0
1 2 1 1 1 2
2. ¢ Comme — — ———— < u, — 7 < —, il suffit d’avoir ———— — — + ———— < 107%; c’est
2n  3n(n-—1) 2(n—1) 2(n—=1) 2n 3n(n-1)

7108

adiren(n—1) > . En premiére approximation n ~ 1 000 convient, (en fait plutot 1 080).

e On résout n? —n — W > 0, ce qui peut se faire en calculant A avec les formules du cours.
n=1, S=1,
deff CCy=£f(n)’,’y=7 ./(6%(n."2-n))’)
precision=10"(-6)
while f(n+1)>precision do
n=n+1
S=S+(1/n)
end
disp(n)
disp(S-log(n))
1 1 2
2’)’L() + 3’)’L0 (no — 1)
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