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Algebre linéaire

On travaille dans I'ev R? :
1. u=(6,-9) et v=(-10,15). Donner des CL de la famille (u), de la famille (u, v).
2. Quereprésente Vect (F) avec F = (u,v) ?
3. Démontrer que w = (2,—3) € Vect (F).
4. u et v sont-ils colinéaires ?
5. F est-elle libre ou liée ?
6. Démontrer que Vect (F) = Vect(w).
7. Démontrer que (1,2) ¢ Vect.F.
8. 1=(1,2), et F' = (w, 1) ; démontrer que Vect(F’) = R?.

Exercice 11 - 34

On sait que R2*2 1’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, est un espace vectoriel sur R avec les
deux opérations : addition de deux matrices et la multiplication d'une matrice par un réel (scalaire). On considere

F:{(a b)l(a,b)eRz}
b a

Démontrer que F est un sev de E puis déterminer deux matrices M; et M, vérifiant F = Vect (F) avec F = (M1, My).
Cette famille est-elle libre ? A-t-elle d’autres propriétés ?

1. Démontrer que toute « sous famille » d'une famille libre est libre.

2. Démontrer que toute « sur famille » d'une famille liée est liée.

Dire si les familles F = (u;) suivantes de R? sont libres ou liées :
1. uy =(1,1,0),ux = (1,0,2)
2. u;=(1,1,0),up = (1,0,2), uz = (0,1,-2)
3. u;=(1,1,0,u,=(1,0,2),u3 = (0,1,-1)
4. u;=(1,1,0),u, =(1,0,2),u3 = (0,1,-1), uy = (12,155,703)

Dire si les familles F = (u;) suivantes de R? sont libres ou liées :
1. uy =(1,1,0),ux = (1,0,2)
2. u;=(1,1,0),up = (1,0,2), uz = (0,1,-2)
3. u;=(1,1,0,u,=(1,0,2),u3 =(0,1,-1)
4. u;=(1,1,0),u2 =(1,0,2),u3 = (0,1,-1), uy = (12,155,703)

Exercice 11 - 38

Dire si les familles F = (u;) suivantes de R? sont libres ou liées :
1. vy =(1,1,0),u; = (1,0,2)
2. u;=(1,1,0),up = (1,0,2), uz = (0,1,-2)
3. u;=(1,1,0,u,=(1,0,2),u3 = (0,1,-1)
4. u;=(1,1,0),u, =(1,0,2),u3 = (0,1,-1), uy = (12,155,703)
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Exercice 11 -39
1. F1=(uy,ur + up, uy + up + ug, Uy + Uy + uz + ug) est-elle une base de R*?

2. Fo = (uy + Uy, Us + Us, Us + Ua, Us + 1) est-elle une base de R?* ?

Exercice 11 -40
1. On note H = {(x,y,z) € R%| x+ 2y +3z =0}, démontrer que H est un sev de R® en déterminant u et v, deux
vecteurs de R3, de sorte que H = Vect (i, v).

2. Donner une famille génératrice de H.

3. Lafamille (u, v) est-elle libre 2

4. Donner une base de H.

5. Quelle estla dimension de H?

6. Onnote w = (1,2,3), démontrer que w ¢ H.
7. On note K = Vect(w). Donner une base de K.
8. Quelle estla dimension de K?

9. Démontrer que (u, v, w) est une base de R3.

Exercice 11 - 41
1. Démontrer que H = {(x,,z) € R® | x — z = 0} est un sev de R® et en donner une base.

2. Démontrer que H = {(x, y,z) € R% | x = 0} est un sev de R> et en donner une base.

3. H={(x,,2) €R® | ax+ by +cz =0} ol a, b et c sont des réels fixés. Dans quel cas a-t-on H = R* ? Démontrer
que H est un sev de RS,

Exercice 11 -42
On travaille dans R3 :

x+2y+3z=0

1. Résoudre le systéeme { par la méthode de la ¢-réduite échelonnée.

2x+y-z=0
2. OnnoteH={(x,5,2) €eR® | x+2y+3z=0} etK={(x,y,2) €R®| 2x + y — z = 0} . Déterminer une base de HNK.

Exercice 11 -43
On travaille dans R® et on note u = (1,2,2) et v = (=2,1,2). Déterminer des réels a, b et ¢ pour que Vect(u, v) =
{(x,y,2) €R® | ax+ by + cz = 0}.

Exercice 11 - 44
1. B et B sont deux bases de K". Qu’appelle-t-on la matrice de passage de B a 3'? On note P cette matrice, a
quoi sert-elle ?

2. Bet B’ sont des bases de R® et A est la matrice de B’ dans la base B. Démontrer que le rang de A est 3. La
matrice A est-elle inversible ?

Exercice 11 -45

u = (1,2) et us = (2,3) sont deux vecteurs de R%, B = (ey, €2) désigne la base canonique de R2.

1. Expliciter la base canonique.

2. Quelles sont les coordonnées de u, dans B?

3. Quelles sont les coordonnées de e; dans B?

4. Démontrer que la famille F = (1, up) est une base de R2.
5. Déterminer la matrice P de passage de B a F.

6. Déterminer la matrice de passage de F a B. Que représentent les colonnes de cette matrice ?
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7. Déterminer les coordonnées de u; dans la base F.
8. Déterminer les coordonnées de e; dans la base F.
9. x =(-1,5), déterminer les coordonnées de x dans la base 3 et dans la base F.

10. Déterminer les coordonnées de x dans la base B' = (-3 uz, 7u1).

Exercice 11 - 46

On note BB = (ey, e, e3) la base canonique de R3.
1. x=(2,3,-5), déterminer les coordonnées de x dans 5.

2. u=(1,1,-1),v=01,-1,2), w = (2,0,2). Déterminer les coordonnées des vecteurs u, v et w dans la base B
ainsi que la matrice A de la famille F = (i, v, w) dans B.

3. Vect(F) est-ilun sevde R3?

4. Déterminer la LRE de A. Quel est le rang de A?

5. Démontrer que F est libre.

6. Démontrer que F est une base de R3.

7. Est-il vrai que R3 = Vect F 2

8. Déterminer la matrice A’ de la famille B dans la base F.

9. Déterminer la matrice de F dans la base F et la matrice de 3 dans la base B.
10. Déterminer les coordonnées de x dans la base F.

11. Démontrer de plusieurs fagons que G = (u, v) n’est pas une base de R3.

Exercice 11 -47
1

feL(R3),B=(e; ez e3) estune basede R, A=| 1
1

- o -

0
1 [=Mats(f).
1

1. f est-il un endomorphisme de R3 2

2. Quelles sont les coordonnées de e; dans la base B?

3. Quelles sont les coordonnées de f (e2) dans la base B?

4. Quelles sont les coordonnées de f (x) dans la base Bsix=e; + e, —2e3?
5. Qu'estker f?

Exercice 11 -48
On travaille dans 'espace vectoriel R3 rapporté a la base canonique B = (e, €2, e3) . On donne :

0 1 1 1 0 -1
lalré de 1 2 11=lo 1 1
-1 1 2 0 0 O
On considere la famille F= (17, uy, uz) avec
0 1
u| -1 yuza | 1 yus| 2
1 g 2 /g 1 g

1. Déterminer la matrice A de la famille F dans la base B.
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2. Donner lalré de A.

3. Onnote f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base 3 est A.

a. Quereprésentent les colonnes de A?

b. Déterminer 3 la matrice de la famille (f (i11), f (u2), f (u3)) dans la base B.

c. On note ker (f) le noyau de f, définir ker (f).

d. On note x = (x1, X2, x3) un vecteur quelconque de R3. Déterminer les coordonnées de f (x) dans la base

B.

e. Déterminer une base de ker (f), on notera Fie, cette famille.

f. Donner une famille génératrice de Imf).

g. Déterminer une base de Im(f). On notera Fim cette famille.

4. On note B’ = (e’l, e’z, eé) la famille obtenue en juxtaposant le ou les vecteurs de JFyy, et le ou les vecteurs de
Fier- On admet que B’ est une base (il suffit de vérifier qu’elle est libre) ; x’l, xé et xg désignent les coordonnées
d’un vecteur x de R® dans cette base.

a. Déterminer H la matrice de passage de 5a 3.

b. On note U la matrice de f relativement ou dans la base B', U = Matg (), exprimer U en fonction des
matrices H et A.

5. On note g I'application de R dans R3 définie par :

X1 X
x| o —g(x /
x} g | x
!
X3 ) 0 B

et g est manifestement un endomorphisme de R3.

a. Déterminer V la matrice de g dans la base B'.

b. Déterminer une base de ker(g).

c. Déterminer une base de Im(g).

d. Exprimer en fonction de V et de H la matrice de g dans la base B.
e. Exprimer a I'aide "de lettres" la matrice de go f dans la base B'.

Exercice 11 -49

B = (u, v, w) est une base de l'e.v. R?, f est un automorphisme de R® et A = Matg (f).

1. Démontrer que F = (f (u), f (v), f (w)) est une famille libre et donc que c’est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de f dans la base F.

Exercice 11 -50

>

I
—_— O = O
- - O O

1

S = = =

0

est la matrice de I'application linéaire ¢ de [Fg dans [Fg relativement aux bases canoniques.

1. Démontrer que ¢ est injective. Déterminer ker ¢.

2. Déterminer une base de Im¢g. Quelle est la dimension de Im ? ¢ est-elle surjective ? Donner une matrice
génératrice de Im¢ dans la base canonique de IFg.

3. Quelle estla dimension de Im¢ ?

Guillaume CONNAN - IUT de NANTES - Département informatique - Licence Creative Commons © @ - 7janvier 2013


http://informathix.tuxfamily.org/

