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P ourquoi est-il imp o rtant de p réciser sur quel ensemble on

travaille ?

Dé�nition

Soit f une fonction dé�nie sur un ensemble D et x

0

un réel. Une assertion

est vraie au voisinage de x

0

s'il existe un intervalle I contenant x

0

tel que

l'assertion soit vraie p our tout x de I \ D

Dé�nition

Soit f une fonction dé�nie sur un ensemble D . Une assertion est vraie au

voisinage de Å1 s'il existe un réel a tel que l'assertion soit vraie p our

tous les x de [ a ,Å1 [
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App ro che physique des di�érentes dé�nitions Limite �nie en un réel

Dé�nition ( Limite �nie en un réel)

Soit I un intervalle de R, soit f une fonction dé�nie sur l'intervalle I vers

R, soit ` un réel et soit a un élément ou une extrémité �nie de I . On dit

que f ( x ) tend vers ` quand x tend vers a lo rsque, p our tout " È 0, il existe

®È 0 tel que, p our tout réel x appa rtenant à I \ [ a ¡ ®, a Å ®] , on a

f ( x ) 2 [` ¡ " ,` Å " ] , c'est à dire si tout voisinage de a contient TOUTES les

valeurs de f ( x ) p rises p our tous les x p ro ches de a

T

y

0

y Æp(T)

T0

p0

p0¡ "

p0Å"

T0Å" V / RT0¡ " V / R
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App ro che physique des di�érentes dé�nitions Limite in�nie en un réel

Dé�nition (Limite in�nie en un réel)

Soit a 2 R, et soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I . Dire qu'une

fonction f a p our limite Å1 en a signi�e que tout voisinage de Å1
contient TOUTES les valeurs de f ( x ) p rises dans tous les voisinages de a .

d

f

0 q
Gmm 0/ A

A
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App ro che physique des di�érentes dé�nitions Limite �nie en l'in�ni

Dé�nition (Limite �nie en l'in�ni)

On dit que f ( x ) tend vers ` quand x tend vers Å1 lo rsque, p our tout réel

" È 0, tout intervalle ]` ¡ " ,` Å " [ contient toutes les valeurs de f ( x ) p our x

assez grand

0

¿Å "

¿¡ "
¿

seuil t

µ
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App ro che physique des di�érentes dé�nitions Limite in�ne en l'in�ni

Dé�nition (Limite in�nie en l'in�ni)

On dit que f ( x ) tend vers Å1 quand x tend Å1 lo rsque, p our tout réel A

strictement p ositif, l'intervalle ] A ,Å1 [ contient toutes les valeurs de f ( x )
p our x assez grand

0 v

Ec

v0

Eseuil
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Les théo rèmes Théo rèmes de compa raison

Théo rème

Si p our tout x Ê m on a g ( x ) Ê f ( x ) et si lim

x !Å1
f ( x ) Æ Å1 , alo rs

lim

x !Å1
g ( x ) Æ Å1

0 x

y

m M

intersection éventuelle

déjà au-dessus du seuil
y Æf (x)

y Æg(x)

Seuil
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Les théo rèmes Théo rèmes de compa raison

Démonstration.

On veut p rouver que lim

x !Å1
g ( x ) Æ Å1 , donc on considère un réel p ositif A

quelconque.

Puisque lim

x !Å1
f ( x ) Æ Å1 , il existe un réel M tel que, p our tout x Ê M , on

a f ( x ) Ê A

De plus, p our tout x Ê m , on a g ( x ) Ê f ( x )
Donc, si on app elle ¹ le plus grand des réels m et M , p our tout x Ê ¹ , on a

g ( x ) Ê A , ce qui exp rime que lim

x !Å1
g ( x ) Æ Å1 .
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Les théo rèmes Théo rèmes des genda rmes

Sommaire

1

Qu'est-ce qu'une fonction

2

P ourquoi est-il imp o rtant de p réciser sur quel ensemble on travaille ?

3

App ro che physique des di�érentes dé�nitions

Limite �nie en un réel

Limite in�nie en un réel

Limite �nie en l'in�ni

Limite in�ne en l'in�ni

4

Les théo rèmes

Théo rèmes de compa raison

Théo rèmes des genda rmes

Op érations sur les limites

Limites de fonctions comp osées

5

Comp o rtement asymptotique

Dé�nition générale

Asymptote ho rizontale

Asymptote verticale

Asymptote oblique

Dominants et dominés

6

Cro y able mais faux !

(Lycée Jean PERRIN) 16 / 42



Les théo rèmes Théo rèmes des genda rmes

Théo rème (Théo rème des genda rmes en l'in�ni)

Soient f , g et h des fonctions et ` et A deux réels.

Si lim

x !Å1
g ( x ) Æ lim

x !Å1
h ( x ) Æ` et que g ( x ) É f ( x ) É h ( x ) p our tout x Ê A,

alo rs lim

x !Å1
f ( x ) Æ`

0

y Æh(x)` Å "

y Æg(x)` ¡ "
y Æf (x)`

Ag Ah
x

y
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Les théo rèmes Théo rèmes des genda rmes

Démonstration.

On �xe un réel " È 0 quelconque.

Comme lim

x !Å1
g ( x ) Æ` , il existe un réel A

g

tel que, p our tout x È A

g

on a

g ( x ) 2]` ¡ " ,` Å " [ , i.e. ` ¡ " Ç g ( x ) Ç ` Å "
Comme lim

x !Å1
h ( x ) Æ` , il existe un réel A

h

tel que, p our tout x È A

h

on a

h ( x ) 2]` ¡ " ,` Å " [ , i.e. ` ¡ " Ç h ( x ) Ç ` Å "
Soit M le plus grand des réels A

g

, A

h

et A , alo rs on on a simultanément

p our tout x È M

` ¡ " Ç g ( x ) É f ( x ) É h ( x ) Ç ` Å "

ce qui traduit que lim

x !Å1
f ( x ) Æ Å1 .

0

y Æh(x)` Å "

y Æg(x)` ¡ "
y Æf (x)`

Ag Ah
x

y
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Les théo rèmes Théo rèmes des genda rmes

Théo rème (Théo rème des genda rmes)

Soient f , g et h des fonctions, ` et A deux réels et ! un réel ou l'in�ni.

Si lim

x ! !
g ( x ) Æ lim

x ! !
h ( x ) Æ` et que g ( x ) É f ( x ) É h ( x ) p our tout x Ê A, alo rs

lim

x ! !
f ( x ) Æ`
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Les théo rèmes Théo rèmes des genda rmes

Exemple

Étudions la limite de f : x 7!
sin x

x

en Å1 .

(Lycée Jean PERRIN) 20 / 42



Les théo rèmes Op érations sur les limites
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Les théo rèmes Op érations sur les limites

Elles suivent le mo dèle réel avec un p eu de logique derrière sauf dans

quatre cas :

1¡1

0 £1
0

0

1
1
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Les théo rèmes Limites de fonctions comp osées

Prop riété

Soient ! ,  et ` des réels ou l'in�ni et f et g deux fonctions, alo rs

lim

x ! !
f ( x ) Æ

lim

T ! 
g ( T ) Æ`

9
>=

>;
Æ) lim

x ! !
g ± f ( x ) Æ`
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Les théo rèmes Limites de fonctions comp osées

Exemple

Étudiez la limite en ¡1 de ' : x 7!
p

¡ 3 x Å 1

lim

x ! ¡1
¡ 3 x Å 1 ÆÅ1

lim

T ! Å1

p
T ÆÅ1

9
>=

>;

pa r comp osition

Æ) lim

x ! ¡1
' ( x ) ÆÅ1

(Lycée Jean PERRIN) 25 / 42



Les théo rèmes Limites de fonctions comp osées

Exemple

Étudiez la limite en ¡1 de ' : x 7!
p

¡ 3 x Å 1

lim

x ! ¡1
¡ 3 x Å 1 ÆÅ1

lim

T ! Å1

p
T ÆÅ1

9
>=

>;

pa r comp osition

Æ) lim

x ! ¡1
' ( x ) ÆÅ1

(Lycée Jean PERRIN) 25 / 42



Les théo rèmes Limites de fonctions comp osées

Exemple

Étudiez la limite en ¡1 de ' : x 7!
p

¡ 3 x Å 1

lim

x ! ¡1
¡ 3 x Å 1 ÆÅ1

lim

T ! Å1

p
T ÆÅ1

9
>=

>;

pa r comp osition

Æ) lim

x ! ¡1
' ( x ) ÆÅ1

(Lycée Jean PERRIN) 25 / 42



Comp o rtement asymptotique Dé�nition générale

Sommaire

1

Qu'est-ce qu'une fonction

2

P ourquoi est-il imp o rtant de p réciser sur quel ensemble on travaille ?

3

App ro che physique des di�érentes dé�nitions

Limite �nie en un réel

Limite in�nie en un réel

Limite �nie en l'in�ni
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4
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Comp o rtement asymptotique Dé�nition générale

Dé�nition

La courb e d'équation y Æf ( x ) admet la droite d'équation y Æax Å b

comme asymptote au voisinage de Å1 si et seulement si

lim

x !Å1
[

f ( x ) ¡ ( ax Å b )] Æ0

0

e(x)
f (x)

ax Å b

x

y Æf (x)

y Æax Å b
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Comp o rtement asymptotique Asymptote ho rizontale
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Comp o rtement asymptotique Asymptote ho rizontale

Dé�nition

Si une fonction f véri�e

lim

x !Å1
f ( x ) Æ`

alo rs la droite d'équation y Æ` est une asymptote ho rizontale en Å1 à la

courb e rep résentative de f .

O x

y

y Æf (x)

y Æa

lim

x !Å1
f ( x ) Æ2 .
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Comp o rtement asymptotique Asymptote ho rizontale

Exemple

Soit f la fonction dé�nie pa r

f ( x ) Æ
x

2 ¡ x Å 1

x

3 Å 1

.

Montrer que lim

x !Å1
f ( x ) Æ0. Interp réter graphiquement ce résultat.
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Comp o rtement asymptotique Asymptote verticale

Dé�nition

Soit a un réel. Si une fonction f véri�e

lim

x ! a

f ( x ) Æ Å1

alo rs la droite d'équation x Æa est une asymptote verticale à la courb e

rep résentative de f .

O x

y

y Æf (x)

x Æa

lim

x ! 2

x È 2

f ( x ) Æ Å1 et lim

x ! 2

x Ç2

f ( x ) Æ ¡1 .
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Comp o rtement asymptotique Asymptote verticale

Exemple

Soit f la fonction dé�nie pa r

f ( x ) Æ
x

2 ¡ x Å 1

x ¡ 1

.

Étudier les limites de f au voisinage de 1 puis interp réter graphiquement

ce résultat.
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Comp o rtement asymptotique Asymptote oblique

Dé�nition

Soit ¢ la droite d'équation y Æmx Å p . Si une fonction f véri�e

lim

x !Å1
(

f ( x ) ¡ ( mx Å p )) Æ0

alo rs la droite d'équation ¢ est une asymptote oblique au voisinage de Å1
à la courb e rep résentative de f .

O x

y

y Æf (x)

y Æax Å b

lim

x !¡1
(

f ( x ) ¡ ( ax Å b )) Æ0 et lim

x !Å1
(

f ( x ) ¡ ( ax Å b )) Æ0 .
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Comp o rtement asymptotique Asymptote oblique

Exemple

Soit f la fonction dé�nie sur ] 0 ;Å1 [ pa r

f ( x ) Æ
1

x

2

Å 2 x ¡ 1 .

Prouver que la droite ¢ d'équation y Æ2 x ¡ 1 est une asymptote oblique à

la courb e rep résentative de f au voisinage de Å1 .
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Comp o rtement asymptotique Dominants et dominés

Exemple

x 6Æ0, 3 x

2 ¡ 132 x Å 27 Æx

2

µ

3 ¡
132

x

Å
27

x

2

¶

lim

x !Å1

132

x

Æ0

lim

x !Å1

27

x

2

Æ0

9
>>=

>>;

pa r somme

Æ) lim

x !Å1

µ
3 ¡

132

x

Å
27

x

2

¶
Æ3

lim

x !Å1
x

2 Æ Å1

9
>>>>>=

>>>>>;

pa r p ro duit

Æ) lim

x !Å1
3 x

2 ¡ 132 x Å 27 Æ Å1
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Cro y able mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction strictement croissante tend fo rcément vers Å1
quand x tend vers Å1 ?

On p ourrait le p enser en e�et : une fonction qui ne fait que croître va

fo rcément monter vers Å1 . Et p ourtant c'est F A UX !
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Cro y able mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction qui tend vers Å1 quand x tend vers Å1 est

fo rcément croissante p our x assez grand ?

On p ourrait le p enser en e�et : puisqu'il faut aller vers l'in�ni et au-delà, il

va bien falloir monter sans s'a rrêter. Et p ourtant c'est F A UX !
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Cro y able mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction b o rnée tend fo rcément vers un réel en Å1 ?

On p ourrait le p enser en e�et : puisque la fonction est b o rnée, elle ne

p ourra aller vers l'in�ni, donc il faut qu'elle se stabilise quelque pa rt. Et

p ourtant c'est F A UX !
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Cro y able mais faux !

Est-il vrai qu'une fonction tendant vers M en Å1 est majo rée pa r M

J'avoue que c'est di�cile à croire, et p ourtant la plupa rt des élèves

tomb ent dans le panneau...
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