
Chapitre 2Fontions : la déouverte...
I Qu'est-e qu'une fontion ?Mathémator : e nom vous est familier...Seondix : oui ! Au Collège, nous avons étudié les fontions linéaires et les fontions af�nes. Ça parle de droites, 'estça ?Mathémator : mmmmouais... Il va falloir reprendre depuis le début ! Alors ouvrez un ditionnaire pour y regarder ladé�nition de fontion.Seondix : Ouh la la ! Il y en a des tonnes.Mathémator : Regardez le quatrième paragraphe.Seondix : alors...4. FONCTION n.f. (de fontion 1 ; 1692 ) 1.Math. Grandeur variable dont la valeur dépend de elle quiest attribuée à une autre variable, dite variable indépendante. - 2. (1890) Être fontion de , dans la langueusuelle, se dit d'une hose dont la nature, le r�le, et. dépendant d'une autre hose : Le développementde l'enfant est fontion de l'établissement des onnexions nerveuses.)Mathémator : Arrêtons-nous là ! Ces dates montrent que la notion mathématique date de la �n du XVIIème sièle(voir le petit aparté historique page 4) et que ette notion est entrée dans la langue usuelle deux sièles plus tard.Seondix : une notion mathématique est passée dans le langage ourant !Mathémator : 'est en effet une notion assez naturelle : il est failement ompréhensible que la taille d'un enfantvarie en fontion de son âge, que l'on prépare sa valise en fontion de la destination de son voyage, que la onsom-mation d'une voiture varie en fontion de sa vitesse, et.D'ailleurs, nous ne donnerons pas une dé�nitionmathématiquement rigoureuse d'une fontion. Pour ela, il auraitfallu être habitué à la notion de relation entre des ensembles : vos parents y avaient été initiés dès lamaternelle... Enparler maintenant risquerait de vous traumatiser durablement.Seondix : vous royez que je suis plus bête que mes parents, 'est ça ?...Mathémator : loin de moi ette idée. Le ontenu des enseignements ayant hangé, il faut adapter nos travaux d'ap-prohe. Nous reviendrons d'ailleurs à la notion originale, elle de LEIBNIZ, elle d'ation, de méanisme, de fon-tionnement, de dépendane, bref une notion dynamique.Dé�nition 1 : Fontion numérique d'une variable réelleOnappelle fontion numérique d'une variable réelle un «méanismemathématique » qui, à tout nombre ap-partenant à un ertain ensemble appelé domaine de dé�nition de la fontion, assoie un nouveau nombre,appelé image du nombre initial.



2 I . QU'EST-CE QU'UNE FONCTION?LAGRANGE présenta ette idée d'une manière un peu plus sophistiquée omme nous pouvons le déouvrir sur letexte de la �gure suivante :

Nous ne pouvons vraiment dé�nir la notion de « méanisme » mais elle est assez parlante pour vous aider à om-prendre e qu'est une fontion.Exemple 1 :Considérons par exemple la fontion qui à tout nombre réel assoie le arré de son double auquel on ajoutedix-huit. Calulez les images de 7, ¡52 ,p3.Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 3Seondix : voyons si j'ai bien ompris : je pars de 7, je prends son double, 'est-à-dire 14, je l'élève au arré e quidonne 196 puis j'ajoute 18 et j'obtiens 214. L'image de 7 par ette fontion est don 214.Mathémator : parfait ! Il ne reste plus qu'à traiter les autres as.Seondix : pas de problème !� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mathémator : nous avons ii dé�ni une fontion qui transforme n'importe quel nombre réel en un autre suivant unméanisme dérit par une phrase.Nous pouvons également dérire ette fontion en utilisant des notations mathématiques utilisées depuis qu'ellesont été introduites par LAGRANGE.Détaillons algébriquement la transformation d'un nombre quelonque n :� on prend le double de n qui devient don 2n ;� on élève e double au arré : on obtient (2n)2 ;� on ajoute au nombre préédent 18 : on obtient �nalement (2n)2Å18.Ainsi, la fontion étudiée transforme un nombre réel quelonque n en (2n)2Å18.Donnons un nom à ette fontion, par exemple '.Seondix : 'est quoi ette lettre ?Mathémator : 'est la lettre greque « phi »... omme fontion. Le hoix de la lettre n'est pas important. On prendelle qu'on veut. On peut se mettre d'aord si vous voulez d'utiliser des lettres greques pour les fontions pourles distinguer des nombres désignés par des lettres romaines mais e n'est pas obligatoire et il n'existe auune règlegénérale. Sahez que quand LAGRANGE a introduit ses notations, il a utilisé f pour la fontion et x pour la variableet que ette habitude est restée mais e n'est qu'une habitude.Seondix : vous savez, moi et l'alphabet gre....Mathémator : ® ¯ ° ± " ³ ´ µ ¶ · ¸ ¹ º » o ¼ ½ ¾ ¿ À ' Â � !...Revenons à notre problème. Il est d'usage d'érire :' : n 7¡! (2n)2Å18la petite �èhe traduisant l'idée dynamique de transformation d'un nombre en un autre. Notez que ette �èheommene ave un petit trait vertial. C'est une habitude pour la distinguer des autres types de relations désignéspar des �èhes.On peut aussi préiser les ensembles ave lesquels on travaille :' : R ¡! [0 ; Å1[n 7¡! '(n)qui se lit : « la fontion ' qui va de R dans l'intervalle [0 ; Å1[ et qui à un nombre n assoie le nombre (2n)2Å18.Voii une variante : n '7¡! (2n)2Å18On a plut�t l'habitude d'érire : '(n)Æ (2n)2Å18Le «'(n) » se lisant « phi de n» et désignant l'image dunombren par la fontion'. Il ne faudra surtout pas onfondreette ériture ave une quelonque multipliation de ' par n. J'avoue que l'ériture est ambiguë mais le ontextenous permettra de distinguer les as.Par exemple, ii, on peut noter : Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



4 II . DIFFÉRENTES REPRÉSENTATIONS D'UNE FONCTION' : 7 7¡! 214ou 7 '7¡! 214ou enore '(7)Æ 214Faites de même ave les deux autre exemples.Un peu d'histoire...D'abord une date : 1692. C'est en effet ette année-là queWilhelm LEIB-NIZ(1646-1716) introduisit of�iellement le terme de fontion du latinfuntio : aomplissement, exéution qu a donné en français fontion-nement. La notation que nous utilisons atuellement, à savoir f (x) quidésigne l'image de x par la fontion f a été introduite un sièle plustard par Joseph-Louis de LAGRANGE (1736-1813) dans sa « Théorie desfontions analytiques » parue en 1797 dont vous pouvez voir un extrait�gure ?? page ??.Pendant longtemps, f (x) désigna aussi bien une fontion que l'imaged'un nombre x par ette fontion. À partir de 1940, suite au travail dugroupe de mathématiiens français BOURBAKI, 'est f qui désigne lafontion et f (x) ne désigne que l'image de x par la fontion f .Au lieu de f (x), on notait souvent avant LAGRANGE fx l'image de x parla fontion f . Cette notation est restée aujourd'hui pour désigner unas partiulier de fontions, les suites, que vous étudierez en lasse de1ère . FIGURE 1 � W. LEIB-NIZ
Mathémator : ave nos notations, nous pouvons réérire notre dé�nition et préiser quelques notations :Dé�nition 2 : fontion : notation et voabulaireSoit D' un ensemble. Une fontion ' est un « méanisme mathématique » qui à tout nombre n appartenantàD' assoie le nombre '(n) appelé image de n par'.On note : ' : D' ¡! Rn 7¡! '(n)On appelleD' l'ensemble de dé�nition de'.Le nombre n estUN antéédent de'(n) par'.
II Di�érentes représentations d'une fontionÉtudions ette fois la fontion� qui à un nombre n assoie n ¢ (nÅ1) ¢ (n¡2) :� : R ! [0 ; Å1[n 7! n ¢ (nÅ1) ¢ (n¡2)Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 5Par exemple,�(2)Æ ...,�(0,5)Æ ...,�(¡2)Æ ...a. Diagramme sagittalOn peut représenter la situation à l'aide d'un diagramme sagittal :
0880-1.125

2100,5-1DÉPART ARRIVÉEAlors :2 a pour image ........¡1 a pour image ........0,5 a pour image ........¡2 a pour image ........880 a pour antéédent ........¡1,125 a pour antéédent ........0 a pour antéédent ........b. Tableau de valeursOn aurait pu opter pour un tableau de valeurs :n ¡3 ¡2 ¡1 0 1 2 3�(n). Utilisation de la mahineIi les aluls peuvent être effetués de tête mais dans ertains as l'usage de la mahine rendra bien des servies.Comment obtenir le tableau i-dessus ave une CASIO ou une TI ?Ave les CASIOOn appuie sur MENU puis on séletionneI

Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



6 II . DIFFÉRENTES REPRÉSENTATIONS D'UNE FONCTIONOn peut effetuer des réglages en séletionnant [RANG℄ :

Start et End ne sont pas des mots trop ompliqués à omprendre... Quant à Pith, il orrespond au pas régulierentre haque valeur des nombres dont on veut onnaître l'image.On entre alors la formule orrespondant à la fontion étudiée. Ii :X,µ,T ( X,µ,T + 1 ) ( X,µ,T ¡ 2 ) EXE

On obtient le tableau sur deux olonnes :

Pour aluler l'image d'une valeur n'intervenant pas dans le tableau, on met en surbrillane une valeur et on laremplae par la nouvelle valeur. Par exemple, pour obtenir l'image de ¡2,5 à la plae de elle de ¡1 on peut faire :

Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 7Ave les TIVéri�er que vous êtes dans le bon mode en tapant sur mode :

Taper ensuite sur f (x) et entrer la fontion omme pour les CASIO :x,t ,µ,n ( x,t ,µ,n + 1 ) ( x,t ,µ,n ¡ 2 ) entrer

Il s'agit ensuite d'effetuer quelques réglages en allant sur 2nde [déf table℄ :

Les deux premières lignes sont failes à utiliser. Pour les deux dernières, on les réglera selon nos besoins.Si on laisse enmode Auto, on a notre tableau ave un pas régulier :

Le mode Dem est le mode manuel. En le mettant en surbrillane pour Valeurs, on obtient et éran :Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



8 II . DIFFÉRENTES REPRÉSENTATIONS D'UNE FONCTION

Il suf�t alors de taper dans la première olonne les valeurs des nombres dont on veut onnaître l'image.d. Représentation graphiqueLeture d'une ourbeExemple 2 :Ivan IVANOV, un dissident Bordure, déide de passer landestinement la frontière borduro-syldave en em-pruntant un tunnel onstruit par la résistane. Malheureusement, le réseau a été in�ltré par la polie Bordurequi a plaé une balise GPS sur Ivan e qui permet de suivre son heminement. Voii le traé obtenu par lesBordures qui donne à haque instant l'altitude en mètres d' Ivan en fontion du temps t exprimé en minutessahant que t Æ 0 orrespond au passage de la frontière :

�11�10 �9 �8 �7 �6 �5 �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9�11�10�9�8�7�6�5
�4�3�2�101
234567
8910111213

En utilisant e graphique, répondez aux questions suivantes ave la préision permise par le traé.1. Combien de temps Ivan a-t-il passé sous terre ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 92. Combien de temps a-t-il mis pour atteindre la frontière ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3. Combien de fois s'est-il trouvé à 11 mètres d'altitude ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4. À quel instant se trouvait-il à 12 mètres d'altitudes ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5. À quelle hauteur se trouvait-il 6 minutes après avoir passé la frontière ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6. Résumez le parours d'Ivan dans un tableau où vous �gurerez par une �èhe vers le haut les périodes où Ivan agrimpé et par une �èhe vers le bas les périodes où Ivan a desendu.
7. Résumez le parours d'Ivan dans un tableau où vous �gurerez par un + les périodes où Ivan a été au-dessus duniveau de la mer et par un¡ les périodes où Ivan a été en-dessous du niveau de la mer.
Voilà à quoi se résume e qui vous est demandé de savoir faire en lasse de 2nde sur la leture graphique...Représentation graphique d'une fontion : un exempleExemple 3 :Des savants syldaves ontmis aupoint une formule donnant la hauteurh dugazondu jardin duGuide Suprêmeen entimètres en fontion du temps t en année éoulé depuis la Grande Révolution :h(t )Æ t33 ¡2t2Å3t Å101. Complétez le tableau suivant :t 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75 3 3,25 3,5 3,75 4 4,25h(t )2. Plaez dans le repère suivant les points de oordonnées (t ,h(t )), en remplaçant t par les valeurs du tableau. Vousmarquerez les points par une roix : Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



10 II . DIFFÉRENTES REPRÉSENTATIONS D'UNE FONCTION

0 1 2 3 4 5910
1112
13

3. Que se passe-t-il à votre avis « entre les roix » ?Représentation graphique d'une fontion : le oursDé�nition 3 : représentation graphique d'une fontionSoit ' une fontion dé�nie sur un ensembleD' et un repère (O,I,J).On appelle représentation graphique de la fontion ' l'ensemble des points de oordonnées ¡t ;'(t )¢, avet 2D'.On note souvent et ensemble ¡C'¢

O b
¡t ;'(t )¢t'(t )antéédents images

¡C'¢
Attention !Une ourbe peut être... une droite. En effet, vous avez vu l'année dernière que la ourbe représentative d'unefontion af�ne était une droite. Nous en reparlerons plus tard.Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 11III Résolution d'équations et d'inéquationsa. Résolution graphique d'équationsNous ne savons résoudre que très peu d'équations algébriquement (par le alul). Par exemple, nous ne savons pasrésoudre sur [0 ; 4℄ l'équation : x33 ¡2x2Å3xÅ10Æ 11Mais nous savons traer à peu près la représentation graphique de la fontion' : [0 ; 4℄ ! Rt 7! t33 ¡2t2Å3t Å10Nous savons aussi traer la représentation graphique de la fontion :� : [0 ; 4℄ ! Rt 7! 11Regroupons les deux représentations sur un même graphique (il enmanque une...) :

O ~i~j

0 1 2 3 410
11
12

Un point situé à l'intersetion de es deux ourbes... appartient à es deux ourbes don ses oordonnées sont de laforme :� d'une part (t , t33 ¡2t2Å3t Å10) ar il appartient à (C') ;� d'autre part (t ,11) ar il appartient à (C�).Alors t33 ¡2t2Å3t Å10Æ 11 don l'absisse t de e point est une solution de l'équation x33 ¡2x2Å3xÅ10Æ 11On peut don lire les solutions de l'équation sur le graphiques : e sont les absisses des points d'intersetion desdeux ourbes.Ii, on trouve trois solutions : x1 ¼ ....., x2 ¼ ..... et x3 ¼ ......b. Résolution graphique d'inéquationsC'est un peu le même problème que pour les équations. Reprenons l'exemple préédent. Nous ne savons toujourspas résoudre sur [0 ; 4℄ l'inéquation : x33 ¡2x2Å3xÅ106 11Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



12 IV . VARIATIONS D'UNE FONCTIONMais nous savons traer à peu près la représentation graphique de la fontion' : [0 ; 4℄ ! Rt 7! t33 ¡2t2Å3t Å10Nous savons aussi traer la représentation graphique de la fontion :� : [0 ; 4℄ ! Rt 7! 11Regroupons les deux représentations sur un même graphique (il en manque toujours une...) et plaçons les troissolutions trouvées préédemment :

O ~i~j

0 1 2 3 410
11
12

Un point de C' dont l'absisse t est située dans l'intervalle [0 ; x1℄ est au-dessous du point de C� ayant la mêmeabsisse.L'ordonnée '(t ) du premier est don inférieure à l'ordonnée�(t ) du seond.Ainsi, quelque soit t 2 [0 ; x1℄, on a'(t )6�(t ), 'est-à-dire x33 ¡2x2Å3xÅ106 11. L'intervalle [0 ; x1℄ est don inlusdans l'ensemble des solutions de l'inéquation.Trouvez l'autre intervalle qui est inlus dans l'ensemble des solutions de l'inéquation.Résolvez alors l'inéquation sur [0 ; 4℄ :Attention !Ces méthodes de résolutions d'équations et d'inéquations présentent deux gros inonvénients :� on n'obtient que des APPROXIMATIONS des solutions. Pour véri�er s'il s'agit réellement d'une solutionexate, il faut effetuer un alul ;� on ne peut lire que les approximations des solutions qui apparaissent dans la « fenêtre » af�hée. On nepeut don pas savoir s'il en existe d'autres ailleurs.Cependant, es méthodes présentent l'avantage de pouvoir loaliser à peu près des solutions d'équations etd'inéquations que nous ne savons pas (enore) résoudre algébriquement.Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



FONCTIONS : LA DÉCOUVERTE 13Dé�nition 4 : fontions roissantes et déroissantes sur un intervalleSoit ' une fontion dé�nie sur un intervalle I de R est dite� roissante si, et seulement si, quels que soient les réels t1 et t2 dans I véri�ant t1 6 t2, leurs images par 'véri�ent aussi '(t1)6'(t2) ;� déroissante si, et seulement si, quels que soient les réels t1 et t2 dans I véri�ant t16 t2, leurs images par'véri�ent aussi '(t1)>'(t2).IV Variations d'une fontiona. Dé�nitionsAutrement dit, une fontion roissante est une fontion qui onserve l'ordre et une fontion déroissante est unefontion qui l'inverse.On parle de fontion stritement roissante si t1 Ç t2 implique '(t1) Ç '(t2) et stritement déroissante si t1 Ç t2implique '(t1)È'(t2).Graphiquement, la ourbe représentative d'une fontion roissante « monte » de la gauhe vers la droite et elled'une fontion déroissante « desend ».Exemple 4 :Déterminer graphiquement le sens de variation de la fontion ' : [0 ; 4℄ ! Rt 7! t33 ¡2t2Å3t Å10 étudiée pré-édemment.

Dé�nition 5 : fontion onstanteUne fontion ' est onstante sur un intervalle I de R si, et seulement si, quels que soient réels t1 et t2 dans R,'(t1)Æ'(t2).
Dé�nition 6 : fontionmonotoneUne fontion estmonotone sur un intervalle I si, et seulement si, elle est soit toujours roissante, soit toujoursdéroissante sur et intervalle. Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010



14 IV . VARIATIONS D'UNE FONCTIONDé�nition 7 : extremum loalSoit ' un fontion dé�nie sur un intervalle I de R.Un réel M est unmaximum loal d'une fontion ' sur un intervalle J inlus dans I si pour tout élément t de Jon a '(t )6MC'est l'ordonnée du point le plus haut de la ourbe représentative de f sur l'intervalle J.Un réelm est unminimum loal d'une fontion ' sur un intervalle J inlus dans I si pour tout élément t de Jon a '(t )>mC'est l'ordonnée du point le plus bas de la ourbe représentative de ' sur l'intervalle J.Exemple 5 :Déterminez graphiquement les extrema loaux de la fontion ' : [0 ; 4℄ ! Rt 7! t33 ¡2t2Å3t Å10 étudiée pré-édemment.b. Tableau de variationOn représente parfois les variations d'une fontion par un tableau. La première ligne ontient les valeurs impor-tantes de la variable t , 'est à dire les bornes de l'intervalle de dé�nition et les valeurs pour lesquelles le sens devariation hange. La seonde ligne expose les variations de la fontion par des �èhes et les images, si elles existent,des nombres présents dans la première ligne. En première, on y fera aussi apparaître les limites de la fontions.Par exemple, en reprenant une nouvelle fois la fontion ' : [0 ; 4℄ ! Rt 7! t33 ¡2t2Å3t Å10t 0 1 3 4Variations de' 10 343 10 343

. Guillaume CONNAN, 2nde 4, 2009-2010


