
Leçon 1COMPLEXESParte oaneRésumé Les nombres omplexes portent bien leur nom ! Ils interviennent partout :en algèbre, en analyse, en géométrie, en életronique, en traitement du signal, en mu-sique, et. Et en plus, ils n'ont jamais la même apparene : tant�t sous forme algé-brique, tant�t sous forme trigonométrique, tant�t sous forme exponentielle, ... Leursuès vient en fait de deux propriétés : en travaillant sur les nombres omplexes, toutpolyn�me admet un nombre de raines égal à son degré et surtout ils permettent dealuler failement en dimension 2. Ce n'est pas lair ? Alors détaillons !
I Approhe historiquea. Combien l'équation x3ÅpxÅqÆ 0 a-t-elle de solutions dans R ?Historiquement, 'est en essayant de résoudre ette équation que les mathématiiens italiens du XVIème sièle eurent pour lapremière fois l'idée d'utiliser des nombres dont le arré est négatif. Nous qui vivons au XXIème , nous avons des outils pourdénombrer les solutions.Considérons don la fontion f : x 7! x3ÅpxÅq ave p et q des entiers. En étudiant ette fontion, nous allons véri�er qu'elleadmet toujours au moins une solution réelle et même déterminer le nombre de solutions selon les valeurs de p et q .Comme limx!¡1 f (x)Æ ¡1¡1, limx!Å1 f (x)Æ Å1Å1 et que f est ontinue sur R, le Théorème des Valeurs Intermédiaires assurel'existene d'une valeur d'annulation de f ar elle hange de signe aMaintenant, alulons la dérivée de f : f 0(x)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3x2Åp3x2Åp . Quel est son signe ? Distinguons deux as :� p> 0 : alors la dérivée est stritement positive sur R¤, don f ne s'annule qu'une fois.� pÇ 0 : alors la dérivée s'annule en deux valeurs opposées .§r¡p3§r¡p3 que nous appellerons a et ¡a. On obtient don letableau de variations suivant : x ¡1 ¡a a Å1Signe f 0(x) Å 0 ¡ 0 Åf (¡a) Å1f (x) ���� ���R ����¡1 f (a)Maintenant, il faudrait onnaître les signes respetifs de f (¡a) et f (a) pour savoir si f s'annule sur les intervalles ℄¡1,a℄,[¡a,a℄ et [a,Å1[.Onmontre que f (a)Æ q¡2a3 et f (¡a)Æ qÅ2a3 en utilisant le fait que f (a)Æ 0. (Faites-le !)a. omme nous le verrons dans un prohain hapitre...



2 COMPLEXES - IAlors f (a) ¢ f (¡a)ÆOn peut en�n remarquer que f (a)Ç f (¡a) arEntamons don la disussion. Si f (a) et f (¡a) sont tous deux de même signe, 'est à dire si f (a) ¢ f (¡a) È 0 soit enore si 4p3Å27q2 È 0 alors f nes'annule qu'une seule fois.
. Si
. Si

b. Résolvons es équationsPlaçons-nous maintenant dans le as 4p3Å27q2 È 0. Nous savons qu'alors l'équation admet une unique solution réelle.Giralomo Cardano a établi b en 1547 que ette solution est3vuut¡q2 Åsq24 Å p327 Å 3vuut¡q2 ¡s q24 Å p327Utilisez ette formule pour trouver une solution de (E1) : x3¡36x¡91 Æ 0
On voudrait faire de même ave (E2) : x3¡15x¡4Æ 0. Un problème apparaît...
Admettons qu'on puisse prolonger les aluls usuels aux raines arrées de nombres négatifs en utilisant le « symbole »p¡1 etutilisons quand même la formule de notre ami italien.b. Vous pouvez essayer de le prouver en posant x Æ uÅv et en résolvant un système d'équations d'inonnues u et vGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



II . APPROCHE � MODERNE � 3Bon, on ne semble pas très avané. Alors un petit oup de poue : alulez ¡2Åp¡1¢3 et ¡2¡p¡1¢3
On trouve alors une solution réelle ® de (E2). Or 4p3 Å 27q2 est négatif, don on devrait trouver deux autres raines réelles.Comme on en a une, ela veut dire qu'on peut fatoriser x3¡15x¡4 par x¡® : faites-le !
Déduisez-en les deux autres solutions réelles.
Ainsi, à partir de es travaux, les mathématiiens ont eu l'idée de prolonger les aluls algébriques aux expressions omportantdes raines arrées négatives. Il faudra attendre le XIXème sièle pour que es nombres « qui ne faisaient que passer » aientdroit de ité et soient étudiés rigoureusement. Il faudra attendre lamême époque pour que le héros romantique Evariste Galoispropose une étude théorique des équations de degré supérieur à 2, mais ei est une autre histoire...II Approhe � moderne �Mathémator : Vous savez « ompter en dimension 1 », 'est à dire additionner et multiplier des nombres réels qu'on peutreprésenter sur la droite des réels : 3 ¡p2 0 23 ¼ RFaute d'outils plus rigoureux , on vous a présenté en lasse de seonde l'ensemble des nombres réels omme étant l'ensembledes absisses des points de la droite orientée i-dessus.Vous utilisez depuis l'éole primaire es nombres et les opérations usuelles qui leur sont assoiées, addition et multipliation,sans trop vous poser de questions. Rappelons quelques propriétés d :. L'addition possède un élément neutre noté 0 : xÅ0Æ 0Å x Æ x.. La somme de 2 réels est enore un réel.. Chaque réel x admet un opposé ¡x véri�ant xÅ (¡x)Æ (¡x)Å x Æ 0.. La multipliation possède un élément neutre noté 1 : x£1Æ 1£ x Æ x. Le produit de deux réels est enore un réel.. Chaque réel différent de 0 admet un inverse x¡1 véri�ant x£ x¡1 Æ x¡1£ x Æ 1. La multipliation est distributive sur l'addition : x£ (y Å z)Æ x£ y Å x£ z.. Vous les verrez peut-être un jour...Il y a plusieurs manières de onstruire l'ensemble R. Presque toutes dé�nissent un nombre réel omme étant la limited'une suite d'approximations par des rationnels.d. Ces propriétés donnent à R une struture de orps : au temps préhistorique desmes années de ollège, ette notion algébrique de orps était vue en 4èmeet maintenant en math sup. On omprend pourquoi tant de vos parents ont été effrayés par les mathématiques...Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



4 COMPLEXES - ITout ei est bien naturel.Maintenant, on voudrait déoler de l'axe des réels et faire lemême travail en dimension 2, 'est-à-direpouvoir aluler ave des ouples de nombres du style (x, y).Téhessin : Ça veut dire qu'on travaille maintenant sur le plan tout entier ?Mathémator : C'est ça. On note R2 et ensemble : l'ensemble des oordonnées des points du plan ! Est-e qu'on peut dé�nirune addition et une multipliation qui engloberaient et généraliseraient elles vues dans R ?Téhessin : Ben pour l'addition, on fait (x, y)Å (x0, y 0)Æ (xÅ x0, y Å y 0).Mathémator : Pourquoi pas ! Véri�ons que les propriétés de l'addition sont véri�ées.Téhessin : On a un élément neutre : (0,0) ar (x, y)Å (0,0)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (xÅ0, y Å0)Æ (x, y)(xÅ0, y Å0)Æ (x, y).Mathémator : Et surtout l'élément neutre deR2 se situe « aumême endroit » que elui deR : on l'a juste « gon�é » d'un deuxièmezéro pour être reonnu dans R2.Téhessin : Et pour le symétrique, on prend . . . (¡x,¡y)(¡x,¡y) ar (x, y)Å . . . (¡x,¡y)(¡x,¡y)Æ . . . (0,0)(0,0) l'élément neutre.Mathémator : En effet. Et pour la multipliation ?Téhessin : Ça doit être pareil : (x, y)£ (x0, y 0)Æ (xx0, y y 0) ave (1,1) omme élément neutre.Mathémator : Pourquoi pas, mais dans e as, l'élément neutre de la multipliation dans R2 ne serait pas « au même endroit »que elui de R (1,1)110 R(1,0)
On voudrait plut�t un élément neutre (1,0) et don que (x, y)£ (1,0)Æ (x, y). Je vous propose la multipliation suivante(x, y)£ (x0, y 0)Æ (xx0¡ y y 0,xy 0Å x0y)Téhessin : Fihtre ! Essayons : (x, y)£ (1,0)Æ . . (x£1¡ y £0,x£0Å y £1) Æ (x, y)(x£1¡ y £0,x£0Å y £1) Æ (x, y). Ça marhe.Mathémator : Je vous laisse véri�er que ette multipliation est distributive sur l'addition et que tout élément (x, y) de R2différent de (0,0) admet un inverse µ xx2Å y2 ,¡ yx2Å y2 ¶.Téhessin : Je suis impressionné par e petit exposé, mais je ne vois pas trop le lien ave lep¡1 du paragraphe préédent.Mathémator : Et bien observez (0,1) et élevez-le au arré.Téhessin : Allons-y : (0,1)£ (0,1) Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (0¡1,0Å0) Æ (¡1,0)(0¡1,0Å0) Æ (¡1,0), bon et alors ?Mathémator : Alors (¡1,0), 'est le réel ¡1 « gon�é ». Don p¡1 a un « représentant » dans R2. Dans le plan, il orrespond aupoint de oordonnées (0,1). Et don nous allons pouvoir aluler ave e fameux nombrep¡1 assez naturellemnt en utilisantles opérations dérites préédemment.Téhessin : Naturellement, 'est beauoup dire ! C'est un peu ompliqué omme multipliation.Mathémator : Je vous l'aorde. C'est pourquoi nous allons adopter une autre tatique. À haque élément (x, y) de R2 nousallons faire orrespondre un nombre qu'on quali�era de omplexe.L'idée vient de l'observation intuitive e : « (x, y)y x ¢ (1,0)Å y ¢ (0,1)y x£1Å y £p¡1y xÅ yp¡1 »Nous allons même donner un nom à ep¡1 : appelons-le i pour qu'il fasse moins peur. Ainsi nous avons les orrespondanesLe point M �! Le ouple (x, y) �! Le nombre omplexe xÅ i yl l lLe planP �! R2 �! L'ensemble des nombres omplexese. Lesy renvoient à une notion extrêmement importante et rigoureuse : la notion d'isomorphisme. Deux ensembles sont isomorphes lorsqu'il existe unebijetion entre les deux et que ette bijetion « onserve » les opérations. Cela permet de travailler à isomorphisme près sur un ensemble ompliqué en leremplaçant par un ensemble isomorphe plus approprié à la situation. C'est e qui se passe entre R2 et CGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



III . VOCABULAIRE ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS 5Pour se simpli�er la vie, nous allons donner un nom à et ensemble des nombres omplexes : C.. Et maintenant observezomme les aluls deviennent failes en prologeant les règles valables sur R !Téhessin : Si vous le dites : (xÅ i y)Å (x0Å i y 0)Æ xÅ i y Å x0Å i y 0 Æ (xÅ x0)Å i (y Å y 0)Mathémator : Comme nous avions (x, y)Å (x0, y 0)Æ (xÅ x0, y Å y 0), mais en plus simple.Téhessin : Et (xÅ i y) ¢ (x0Å i y 0)Æ xx0Å i xy 0Å i yx0Å i 2y y 0Mathémator : N'oubliez pas que i 2 Æ¡1Téhessin : Alors (xÅ i y) ¢ (x0Å i y 0)Æ (xx0¡ y y 0)Å i (xy 0Å yx0)Mathémator : Comme nous avions (x, y)£ (x0, y 0)Æ (xx0¡ y y 0,xy 0Å yx0).Donnous allons pouvoir aluler endimension 2 en généralisant les règles de dimension 1.Nous avons juste ajouté e nombrei de arré¡1. En partiulier, tous les nombres réels sont des nombres omplexes : R½C.Nous allons pouvoir assoier à haun de es nombres réels un point du plan et don assoier des transformations du plan àdes aluls dans C : on va résoudre des problèmes de géométrie par le alul.Si vous avez ompris es relations, tout e qui va suivre va vous paraître « trop » simple....III Voabulaire et premières propriétésThéorème 1 : EnsembleCOn dé�nit un ensemble C. muni d'une addition et d'une multipliation qui prolongent elles de R. ontenant un nombre i véri�ant i 2 Æ¡1. tel que haque élément z de C peut s'érire de manière unique sous la formez Æ aÅ ib ave a et b des nombres réelsa. Forme algébriqueCette ériture unique est appelée forme algébrique du réel z.Le nombre a est appellé partie réelle de z et notéeRe(z)Le nombre b est appellé partie imaginaire de z et notéeIm(z)Attention !Im(z) est . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..À quoi sert l'uniité de la forme algébrique ?Par exemple, après maints aluls savants, vous arrivez au résultat 2xÅ3y ¡5Å i (7x¡32y Å1)Æ 0 ave x et y des réels.Et bien le membre de gauhe est une forme algébrique puisque de la forme réel + i ¢réel. Or la forme algébrique de 0 est0Å i ¢0.Ainsi, une équation omplexe revient à deux équations réelles ( bienvenue dans la deuxième dimension... ) et don. . . . . . . . .2xÅ3y ¡5Å i (7x¡32y Å1) Æ 0()8><>:2xÅ3y ¡5 Æ 07x¡32y Å1 Æ 0 2xÅ3y ¡5Å i (7x¡32y Å1) Æ 0()8><>:2xÅ3y ¡5Æ 07x¡32y Å1 Æ 0b. Le plan omplexeNous avons vu que haque nombre omplexe peut être assoié à un point du plan qu'on munit d'un repère ¡O,¡!e1 ,¡!e2 ¢Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



6 COMPLEXES - I (¡!e1¡!e2 ab0 axe réel
axe imaginaire (

À tout nombre omplexe z Æ aÅ ib on assoie le point M de oordonnées (a,b) qu'on appelle image de omplexe z Æ aÅ ib.On le note souvent M(z).Inversement, à tout point M du plan de oordonnées (a,b), on assoie son af�xe z Æ aÅ ib qu'on note souvent zM.En�n, à tout veteur ¡!u Æ a¡!e1 Åb¡!e2 de oordonnées (a,b) dans la base ¡¡!e1 ,¡!e2 ¢ est assoié une af�xe z¡!u Æ aÅ ib. Premiers aluls géométriques. Soient ¡!u et ¡!v deux veteurs de oordonnées respetives (a,b) et (a0,b0), alors ¡!u Å¡!v Æ (aÅa0)¡!e1 Å (bÅb0)¡!e2 , donPropriété 1 : af�xe d'une somme z¡!u Å¡!v Æ z¡!u Å z¡!v z¡!u Å z¡!v. Demême, si ¸ est un nombre réelPropriété 2 : af�xe du produit par un réel z¸¡!u Æ¸z¡!u ¸z¡!u. Alors, si I est lemilieu du segment [A,B℄, on aPropriété 3 : af�xe dumilieu zI Æ 12(zAÅ zB)12 (zAÅ zB). Pour tous points A et BPropriété 4 : af�xe d'un veteur z¡¡!AB Æ zB¡ zAzB¡ zA
Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



III . VOCABULAIRE ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS 7d. Conjugué d'un omplexeDé�nition 1 : ConjuguéOn appelle onjugué du nombre omplexe z Æ aÅ ib le nombrez Æ a¡ ibz Æ a¡ ibGéométriquement ela donne (
(¡!e1¡!e20 axe réel

Je vous laisse prouver les propriétés immédiates suivantes :Propriété 5 :. M(z) et M0(z) sont symétriques par rapport à l'axe (O,¡!e1 ). z1Å z2 Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z1Å z2z1Å z2. z1z2 Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z1 z2z1 z2. z Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . zz. z 2R() z Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . zz. z 2 iR() z Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¡z¡z. Re(z)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 (zÅ z)12 (zÅ z). Im(z)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 (z¡ z)12 (z¡ z). Si z Æ aÅ ib, alors zz Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a2Åb2a2Åb2e. À quoi servent les onjugués ?À montrer qu'un omplexe est un réelEn effet, si on arrive à montrer que z Æ z, alors on en onlut que z est réel. Pourquoi ?À rendre réel des dénominateurs pour obtenir des formes algébriquesEn effet, z ¢ z Æ (aÅ ib)(a¡ ib)Æ a2¡ (ib)2 Æ a2Åb2a2¡ (ib)2 Æ a2Åb2Exemple 1 :Ainsi, pour obtenir la forme algébrique de l'inverse de 2Å i :12Å i Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12Å i £ 2¡ i2¡ i Æ 2Å i4Å1 Æ 25 Å 15 i 12Å i £ 2¡ i2¡ i Æ 2Å i4Å1 Æ 25 Å 15 iGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



8 COMPLEXES - If. Conjugué de l'inverseSahant qu'un omplexe non nul z admet une forme algébrique aÅ ib, on sait maintenant trouver la forme algébrique de soninverse :
et don µ 1z ¶Æg. Module d'un nombre omplexeDé�nition 2 : ModuleLe module du omplexe z est le réel positif noté jzj tel quejzj Æpz z

Remarque 1 :. Cette dé�nition en est bien une ar z z Æ a2Åb2 d'après notre étude sur les onjugués.. Si a est un réel, jaj Æpa a Æpaa Æpa2paa Æpa2 ar a Æ a. Don le module de a est bien la valeur absolue de aet notre notation est ohérente.La notion de module dans C généralise don elle de valeur absolue dans R.Interprétation géométrique (
¡!e1¡!e2 a

b
0 axe réel

axe imaginaire (
Nous venons de voir que, si z Æ aÅ ib, alorsPropriété 6 : jzj Æpa2Åb2Or, qu'est-e quepa2Åb2 si e n'est la norme du veteur ¡¡!OM ou enore la longueur OM.Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



IV . RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 9Propriété 7 : jzMj Æ °°¡¡!OM°°ÆOM ¯̄̄z¡!u ¯̄̄Æ °°¡!u °°Propriétés des modulesJe vous laisse prouver les propriétés suivantesPropriété 8 :. ¯̄z ¯̄Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . jzjjzj. jzj Æ 0() . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z Æ 0z Æ 0. jz1 ¢ z2j Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . jz1j ¢ jz2jjz1j ¢ jz2j. ¯̄̄ z1z2 ¯̄̄Æ. Re(z)6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . jzjjzj. Im(z)6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . jzjjzjLa propriété suivante mérite une petite aide à la démonstrationPropriété 9 : Inégalité triangulaire jz1Å z2j6 jz1jÅ jz2jC'est à dire, pour aller de Nantes à Montaigu, il est plus long de passer par Bratislava que de suivre la RN 137.Pour les urieux, voii omment ela se démontre.Comme les deux membres de l'inégalité sont positifs, il suf�t don de omparer les arrés de haque membre.Or jz1Å z2j2 Æ (z1Å z2)¡z1Å z2¢Æ (z1Å z2)¡z1Å z2¢Æ jz1j2Å ¡z1z2Å z1z2¢Åjz2j2D'autre part (jz1jÅ jz2j)2 Æ jz1j2Å2 jz1z2jÅ jz2j2Il s'agit don de omparer les « doubles produits ».Or z1z2Å z1z2 Æ z1z2Å z1z2 Æ 2Re (z1z2)6 2 jz1z2j d'après une propriété i-dessus. Donjz1Å z2j2 Æ jz1j2Å ¡z1z2Å z1z2¢Åjz2j26 jz1j2Å2 jz1z2jÅ jz2j2 Æ (jz1jÅ jz2j)2IV Résolution d'équations du seond degréa. Raine arrée d'un nombre omplexeL'objet de ette setion est de résoudre dans C l'équation z2 Æ®Raine arrée d'un nombre réelOn suppose ii que ® est un réel.. ®> 0 : alors z2 Æ®() z2¡®Æ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Les solutions f sont don . . . . . . . . . . .f. LA solution si ®Æ 0 Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



10 COMPLEXES - IExemple 2 :On onnaît : z2 Æ 4() . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z Æ¡2z Æ¡2 ou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z Æ 2z Æ 2. ®Ç 0 : alors z2 Æ®() (z¡ ip¡®)(zÅ ip¡®)Æ 0. Les solutions sont don §ip¡®Exemple 3 :C'est la nouveauté : z2 Æ¡4() . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z Æ¡2i z Æ¡2i ou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z Æ 2i z Æ 2iRaine arrée d'un omplexe non réelLes hoses se ompliquent ! Nous allons traiter un exemple pour ne pas vous faire (trop) peur.Exemple 4 :Cherhons les raines arrées de 4Å3i , à savoir les nombres aÅ ib tels que (aÅ ib)2 Æ a2¡b2Å2i ab Æ 4Å3i .Par uniité de la forme algébrique on obtient8>><>>: a2¡b2 Æ 4a2Åb2 Æ 52ab Æ 3Ainsi a2 Æ. . . . . . . . et b2 Æ. . . . . . . ., don a Æ. . . . . . . . . . . . . . . . et b Æ. . . . . . . . . . . . . ., or 2ab Æ 3, don a et b sont . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . ..Les solutions sont don . . . . . . . . . . . . . . . . . . . et . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .b. Résolution de ax2Åbx Å  Æ 0 ave a, b et  des réelsC'est omme en 1ère : ax2ÅbxÅ Æ 0() ah¡xÅ b2a ¢2¡ b2¡4a4a2 iÆ 0() ¡xÅ b2a ¢2 Æ b2¡4a(2a)2Tout dépend don du signe de b2¡4a, puis on utilise les résultats de la setion préédente.Théorème 2 : Résolution de ax2Åbx Å Æ 0 ave a, b et  des réelsL'équation ax2ÅbxÅ  Æ 0 admet toujours des solutions sur C. Notons ¢Æ b2¡4a le disriminant de l'équation et ±le omplexe véri�ant ±2 Æ¢.. Si ¢Æ 0, il existe une unique solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x Æ¡ b2a x Æ¡ b2a. Si ¢È 0, il existe deux solutions réelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x Æ ¡b§p¢2a x Æ ¡b§p¢2a. Si ¢Ç 0, il existe deux solutions omplexes onjuguées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x Æ ¡b§ ip¡¢2a x Æ ¡b§ ip¡¢2aGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



V . FORME TRIGONOMÉTRIQUE 11V FORME TRIGONOMÉTRIQUEa. Argument d'un omplexe non nulForme trigonométriqueVous vous souvenez de la orrespondane entre C et le Plan. Nous avions privilégié les oordonnées artésiennes d'un point.On aurait pu utiliser tout aussi bien ses oordonnéespolaires. Le Plan a ette fois besoin d'être orienté (il le sera impliitementà partir de maintenant). (
¡!e1¡!e2 r osµ

r sinµ
0 (µ

Ainsi, (r,µ) étant le ouple de oordonnées polaires de l'image M de z, on a z Æ r osµÅ i r sinµ déterminé de manière unique,ar 'est en fait une forme algébrique déguisée : on l'appelle forme trigonométrique du omplexe z.Dé�nition 3 : forme trigonométrique z Æ r (osµÅ i sinµ)
Remarque 2 : notation en életroniqueLes életroniiens notent souvent e résultat sous la forme : z Æ [r,µ℄Congruene modulo 2¼Vous renontrerez souvent la notation x ´ y[2¼℄ qui se lit « x est ongru à y modulo 2¼ ». Elle veut simplement dire que x¡ yest un multiple de 2¼, 'est-à-dire qu'il existe un entier relatif k tel que x¡ y Æ k£2¼.À retenir (1) : ongruenemodulo 2¼x ´ y[2¼℄() il existe k 2Z tel que x Æ y Å2k¼Par exemple, vous savez que ¼3 ´ 4¼3 [2¼℄ : dessinez un erle trigonométrique pour vous en onvainre.Mesure d'un angle de veteursNous n'avons pas les moyens de dé�nir « proprement » les angles de veteurs. Nous n'en avons qu'une dé�nition intuitive. Cequi nous intéresse, 'est que µ est UNE mesure en radians de l'angle de veteurs ³¡!e1 ,¡¡!OM ´. UNE mesure, ar elle est dé�niemodulo 2¼. Et bien ette mesure sera UN argument du omplexe z, qu'on notera argz. On retiendra :Par exemple, arg32´ 0[2¼℄, arg32i ´ ¼2 [2¼℄.Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



12 COMPLEXES - IPropriété 10 : argument argz ´ µ[2¼℄Des formes trigonométriques de référene. 1Æ os0Å i sin0 don . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. i Æ os³¼2 ´Å i sin³¼2 ´ don . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. j1Å i j Æp2 et 1Å i Æp2�p22 Å i p22 !Æ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . don . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . .. jp3Å i j Æ 2 etp3Å i Æ 2�p32 Å 12 i!Æ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . don . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . .b. Correspondane forme algébrique / forme trigonométriqueSoit z le omplexe de forme algébrique aÅ ib et de forme trigonométrique r (osµÅ i sinµ) alors on a d'une part :Propriété 11 : forme algébrique onnaissant la forme trigonométriquea Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r osµr osµ b Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r sinµr sinµet d'autre part r Æ jzj Æpa2Åb2.Si z est non nul, son module r Æpa2Åb2 sera non nul également. Ainsi, nous pouvons érire z sous la formez Æ pa2Åb2 µ apa2Åb2 Å i bpa2Åb2 ¶Æ r µ apa2Åb2 Å i bpa2Åb2 ¶Æ r (os(µ)Å isin(µ))Nous en déduisons que :Propriété 12 : forme trigonométrique en fontion de la forme algébriqueos(µ)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . apa2Åb2 apa2Åb2 sin(µ)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . bpa2Åb2 bpa2Åb2Ainsi, onnaissant a et b, on peut obtenir le module et un argument de aÅ ib. On obtiendra une mesure exate de µ si os(µ) etsin(µ) sont des valeurs onnues omme 1/2,p3/2, 1, et.Sinon, on obtiendra une valeur approhée à l'aide des touhes COS-1 et SIN-1 , ou enore ave TAN-1 . En effet, os(µ)étant non nul g,e qui déterminera une valeur de l'argument modulo ¼.g. Sinon, on sait qui est µ... Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



V . FORME TRIGONOMÉTRIQUE 13Propriété 13 : argument en fontion de la forme algébriquetan(µ)Æ sin(µ)os(µ) Æ bpa2Åb2apa2Åb2 Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ba ba
0 I
Jsin(µ)
¡sin(µ)os(µ)¡os(µ)

tan(µ)µ
¼Åµ

Il suf�ra ensuite de onsidérer le signe de os(µ) ou de sin(µ) pour savoir à qui on a affaire.. Opérations sur les formes trigonométriquesSoit z Æ r (osµÅ i sinµ) et z0 Æ r 0 ¡osµ0Å i sinµ0¢, alorszz0 Æ r r 0 £¡osµosµ0¡ sinµsinµ0¢Å i ¡sinµosµ0Åosµsinµ0¢¤Vous qui onnaissez parfaitement vos formules d'addition( b. page 19), vous en déduisez quezz0 Æ z Æ r r 0 ¡os¡µÅµ0¢Å i sin(µÅµ)0¢Ainsi, nous arrivons au résultat apitalPropriété 14 : argument d'un produitarg(zz0)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . arg(z)Åarg(z0) [2¼℄arg(z)Åarg(z0) [2¼℄Cela va VOUS permettre de démontrer les propriétés suivantes ave un peu d'astue et de patienePropriété 15 : Propriétés algébriques des arguments. arg(zz0)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . arg(z)Åarg(z0) [2¼℄arg(z)Åarg(z0) [2¼℄. arg(zn)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n arg(z) [2¼℄n arg(z) [2¼℄. argµ 1z ¶Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¡arg(z) [2¼℄¡arg(z) [2¼℄. arg³ zz0 ´Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .arg(z)¡arg(z0) [2¼℄arg(z)¡arg(z0) [2¼℄. arg(z)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ¡arg(z) [2¼℄¡arg(z) [2¼℄. arg(¡z)Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¼Åarg(z) [2¼℄¼Åarg(z) [2¼℄Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



14 COMPLEXES - IEn partiulier, la formule onernant zn nous permet d'érireThéorème 3 : Formule deMoivre¡osµÅ j sinµ¢n Æ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . os(nµ)Å j sin(nµ)os(nµ)Å j sin(nµ)Nous nous rendons ainsi ompte que :À retenir (2) :. Les formes trigonométriques sont adaptés aux produits de omplexes ;. Les formes algébriques sont adaptées aux sommes de omplexes.Vous serez amenés au hasard d'exeries à résoudre des équations à oef�ients omplexes, mais on n'attend de vous auunsavoir-faire partiulier : vous serez guidés pas à pas.VI Les objets géométriques et les omplexesa. De l'objet au omplexeComment aratériser un erle ?Le erle de entre A et de rayon R est l'ensemble des points situés à la distane R de A. Il est faile de traduire simplement elaen langage omplexe...À retenir (3) : aratérisation d'un erleM(z) 2C (A,R)() jz¡ zAj ÆRComment aratériser un triangle isoèle ?C'est enore une histoire de distane, don demodule : ABC est isoèle de sommet prinipal A si et seulement si ABÆ AC donÀ retenir (4) : triangle isoèleABC isoèle de sommet prinipal A() jzB¡ zAj Æ jzC¡ zAj() ¯̄̄̄ zB¡ zAzC¡ zA ¯̄̄̄Æ 1Comment aratériser un triangle retangle ?On peut enore parler distane grâe au théorème de PythagorejzC¡ zBj2 Æ jzB¡ zAj2ÅjzC¡ zAj2ou angle droit : mais 'est l'angle géométrique qui nous intéresse, don nous travaillerons modulo ¼³¡!AB ,¡!AC ´Æ ³¡!AB ,¡!e1 ´Å ³¡!e1 ,¡!AC ´Æ¡³¡!e1 ,¡!AB ´Å ³¡!e1 ,¡!AC ´Æ¡arg³z¡¡!AB ´Åarg³z¡¡!AC ´Æ arg� z¡¡!ACz¡¡!AB !Æ argµ zC¡ zAzB¡ zA ¶Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



VI . LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES ET LES COMPLEXES 15À retenir (5) : triangle retangle³¡!AB ,¡!AC ´´ ¼2 [¼℄() argµ zC¡ zAzB¡ zA ¶´ ¼2 [2¼℄Comment aratériser les di�érents quadrilatères ?Petite révision de ollège...
qui a ses diagonales quise oupent en leur mi l i euqui a tous ses  �ot és opposésparal l �elesqui a tous ses  �ot és opposésde m �eme longueurqui a deux  �ot és paral l �eleset de m �eme longueurqui a tous ses ang lesopposés de m �eme mesurequi a ses ang lesonséuti f s suppl émentaires

qui a 3 ang les droi t s qui a un ang ledroi tqui a ses diagonalesde m �eme longueur

qui a 4  �ot és de m �eme longueur
qui a deux  �ot és onséuti f sde m �eme longueurqui a ses diagonalesper pendiulai res

qui a deux  �ot és onséuti f sde m �eme longueurqui a ses diagonalesper pendiulai res
qui a un ang ledroi t

qui a ses diagonalesde m �eme longueurQuadr i l at �ere Paral l élog ramme
Retang le

Losange
Car r é

qu'il vous suf�ra d'adapter onnaissant e qui préède.b. Du omplexe à l'objetQue représente z¡32Å5i ?Soit A le point d'af�xe 32¡5i et M le point d'af�xe z, alors z¡32Å5i Æ zM¡ zA Æ z¡¡!AMComment interpréter jz¡32Å5i j Æ 3 ?D'après e qui préède, on aboutit à AMÆ 3 : il s'agit don du erle de entre A et de rayon 3.Comment interpréter j32Å i zj Æ 5 ?j32Å i zj Æ ji (¡32i Å z)j Æ ji j£ jz¡32i j Æ jz¡32i j ÆBM ave M le point d'af�xe z et B le point d'af�xe 32i . On retombe don surun erle.Comment interpréter jz¡aj Æ jz¡bj ?Soit M d'af�xe z, A d'af�xe a et B d'af�xe b. Alors l'égalité se traduit par AMÆBM, donM est équidistant de A et B, don M estsur la médiatrie de [AB℄.Que se ahe-t-il derrière le quotient zC¡ zAzB¡ zA ?Il suf�t de remarquer que zC¡ zAzB¡ zA Æ z¡¡!ACz¡¡!AB . Don vous utiliserez le fait queGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



16 COMPLEXES - I. arg( zC¡ zAzB¡ zA )Æ (¡!e1 ,¡!AC )¡ (¡!e1 ,¡!AB)Æ (¡!AB,¡!AC ). ¯̄̄̄ zC¡ zAzB¡ zA ¯̄̄̄Æ ACABDans d'autres as, vous serez onfrontés à l'interprétation d'une égalité du style zC¡ zAzB¡ zA Æ ¸ qui se traduit par z¡¡!AC Æ ¸z¡¡!AB ,don. si ¸ 2R, alors ¡!AC Æ¸¡!AB et don A, B et C sont alignés.. si ¸ 2 iR, z¡¡!AC Æ§j¸ji z¡¡!AB et don arg³z¡¡!AC ´´§¼2 Åarg³z¡¡!AC ´ [2¼℄ 'est à dire (AC)?(AB). si ¸Æ§i , alors le triangle ABC est isoèle et retangle en AComment interpréter ¡¡¡!MA ,¡¡!MB ¢´ ¼2 [¼℄ ?On déduit de ette relation que le triangle AMB est retangle en M, don que M dérit le erle de diamètre [AB℄ privé despoints A et B.. En attendant la deuxième partie du ours...Soit z Æ 3Å2i , alors ¡1£ z Æ¡3¡2i et i £ z Æ 3i Å2i 2 Æ¡2Å3i . Notons M, M0 et M00 les points d'af�xes respetives z, ¡z et i z
0

M(3 , 2)
¡!e1¡!e2

M0(¡3 , ¡2)

M00(¡2 , 3)

Ô monde merveilleux ! Une multipliation par i se traduit par un quart de tour, une multipliation par ¡1 se traduit par undemi-tour, deux multipliations suessives par i , 'est à dire une multipliation par i 2 Æ¡1 se traduit bien par deux quarts detour, i .e. un demi tour. Mais ei est une autre histoire...VII Complexes et életroniquea. Somme de deux grandeurs sinusoïdalesOn onsidère la situation suivante : Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



VII . COMPLEXES ET ÉLECTRONIQUE 17
i i1i2

Le ourant initial i et les trois ourants résultants i1 et i2 ont la même pulsation !.Si ik Æ bIk sin(!t Å'), alors, en notant Ik la valeur ef�ae h de ik on aIk Æ Ik ¡os'Å jsin'¢ave bIk Æp2IkEn életronique, on note « j » le nombre de arré ¡1 pour ne pas le onfondre ave le « i » de l'intensité...La loi des n�uds nous dit que, à haque instant t , i (t)Æ i1(t)Å i2(t).Il est temps à présent de se souvenir d'une petite formule de trigo :sin(aÅb)Æ sina osbÅ sinb osaVous pouvez alors montrer que, d'une parti1(t)Å i2(t)Æ ³p2I1 os'1Åp2I2 os'2´sin(!t)Å ³p2I1 sin'1Åp2I2 sin'2´os(!t)et d'autre part i (t)Æ ³p2I os'´sin(!t)Å ³p2Isin'´os(!t)puisque la relation i (t)Æ i1(t)Å i2(t) est vraie à haque instant, elle est don vraie en partiulier au temps t Æ 0, d'oùp2Isin'Æp2I1 sin'1Åp2I2 sin'2(pourquoi ?) et en t Æ ¼2! on obtient p2Ios'Æp2I1 os'1Åp2I2 os'2Vous pouvez alors expliquer pourquoi I0 Æ I1Å I2dans le as de signaux de même pulsation. Cela va nous rendre de grands servies, ar il va être beauoup plus simple d'addi-tionner des omplexes plut�t que des grandeurs sinusoïdales.ExempleConsidérons i1 Æ 2p2sin¡!t Å ¼4 ¢ et i1 Æ 3p2sin¡!t ¡ ¼6 ¢Alors vous obtenez d'une part I1 Æ 2³os³¼4 ´Å jsin ³¼4 ´´Æp2¡1Å j¢et d'autre part I2 Æ 3³os³¡¼6 ´Å jsin ³¡¼6 ´´Æ 32 ³p3¡ j´h. Nous apprendrons à la aluler quand nous aurons étudié le alul intégralGuillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



18 COMPLEXES - INous en déduisons que I0 Æ I1Å I2 Æ �p2Å 3p32 !Å jµp2¡ 32¶On ne reonnais pas de lignes trigonométriques onnues. Nous allons don utiliser des valeurs approhées.I0 ¼ 4,012289774¡0,08578643763jNous en déduisons que l'intensité ef�ae vaut environ 4,01 Ampères et une mesure de son argument -0,021 radians, et doni (t)¼ 4,01p2sin(!t ¡0,021)b. Impédane omplexeVous verrez un jour que l'impédane omplexe Z est dé�nie parZÆ UI ÆRÅ jXave R la resistane et X la réatane du dip�le..Cas d'une bobine parfaiteOn onsidère la situation suivante :u ( t )Li ( t )
Par dé�nition de l'intensité i (t), on a u(t)Æ L di (t)dt . Or i (t)Æ Ip2sin¡!t Å'¢, donu(t)ÆLd³Ip2sin¡!t Å'¢´dtÆLIp2!os ¡!t Å'¢ÆL!Ip2sin³!t Å'Å ¼2 ´ ar sin³xÅ ¼2 ´Æ os(x)Nous en déduisons que, d'une part Arg¡Z¢ Æ Arg¡U¢¡Arg¡I¢Æ 'Å ¼2 ¡'Æ ¼2d'autre part ¯̄Z¯̄ Æ jUjjIjÆ IL!IÆ L!Finalement, on obtient que ZÆ jL!ar je vous rappelle que os¡¼2 ¢Å jsin¡¼2 ¢Æ jMontrez de même que l'impédane omplexe d'un ondensateur parfait de apaité C vaut 1j ! sahant que par dé�nitioni (t)ÆCdu(t)dt. Guillaume CONNAN, Lyée Jean Perrin - TaleS4, 2009-2010



Formulaire de Trigonométrie. Formulessin2 xÅos2 x Æ 1os(aÅb)Æ osa osb¡ sina sinbos(a¡b)Æ osa osbÅ sina sinbsin(aÅb)Æ sina osbÅ sinb osasin(a¡b)Æ sina osb¡ sinb osatan(aÅb)Æ tanaÅ tanb1¡ tana tanb , pour aÅb 6Æ ¼2 Åk¼, k 2Ztan(a¡b)Æ tana¡ tanb1Å tana tanb , pour a¡b 6Æ ¼2 Åk¼, k 0 2Z. Transformation de produits en sommeosa ¢osb Æ 12 ¢ (os(aÅb)Åos(a¡b))sina ¢sinb Æ 12 ¢ (os(a¡b)¡os(aÅb))sina ¢osb Æ 12 ¢ (sin(aÅb)Å sin(a¡b)). Transformation de sommes en produitsospÅosq Æ 2 ¢os(pÅq2 ) ¢os(p¡q2 )osp¡osq Æ¡2 ¢sin(pÅq2 ) ¢sin(p¡q2 )sinpÅ sinq Æ 2 ¢sin(pÅq2 ) ¢os(p¡q2 )sinp¡ sinq Æ 2 ¢sin(p¡q2 ) ¢os(pÅq2 ). Formules de dupliationos(2x)Æ os2 x¡ sin2 x Æ 2os2 x¡1Æ 1¡2sin2 xsin(2x)Æ 2osx sinxtan(2x)Æ 2tanx1¡ tan2 x , x 6Æ ¼4 Åk¼2 pour k 2ZAve t Æ tan(x2 ), on a :sinx Æ 2t1Å t2 , osx Æ 1¡ t21Å t2 , tanx Æ 2t1¡ t2

.
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