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MATHÉMATIQUESSérie SEnseignement ObligatoireDurée de l'épreuve : 4 heuresCoef�ient : 7Les alulatries életroniques de pohe sont autorisées onformément à la loi en vigueur.
Le sujet est omposé de 5 exeries indépendants.Le andidat doit traiter tous les exeries.La qualité de la rédation, la larté et la préision des raisonnementsentreront pour une part importante dans l'appréiation des opies.Avant de omposer, le andidat s'assurera que le sujet omporte bien 4 pages numérotées de 1 à 4.

1



EXERCICE 1 (4 points )Le plan omplexe est rapporté à un repère orthonormal diret ¡O;¡!u ,¡!v ¢.On onsidère les points A et B d'af�xes respetives i et ¡ i.Soit f l'appliation qui à tout point M du plan d'af�xe z distinte de ¡ i assoie le point M0 d'af�xe z0 telle quez0 Æ 1Å izzÅ i .1. Quelle est l'image par l'appliation f du point O ?2. Quel est le point qui a pour image par l'appliation f le point C d'af�xe 1Å i ?3. Montrer que l'équation 1Å izzÅ i Æ z admet deux solutions que l'on déterminera.4. Véri�er que z0 Æ i(z¡ i)zÅ i , en déduire OM0 Æ AMBM et :³~u,¡¡¡!OM0 ´Æ ³¡¡!MB, ¡¡!MA ´Å ¼2Å2k¼ ave k 2Z.5. Montrer que tous les points de l'axe des absisses ont leurs images par l'appliation f situées sur un même erle(C ) que l'on préisera.6. Soit M un point du erle de diamètre [AB℄ différent de A et de B, montrer que son image M0 est située sur l'axe desabsisses. EXERCICE 2 (3 points )On onsidère les suites (un) et (vn) dé�nies par u0 Æ 0 ; v0 Æ 12 ;unÅ1 Æ un Å vn2 et vnÅ1 Æ un Å2vn3 .1. Démontrer que la suite (wn) dé�nie parwn Æ vn¡un est une suite géométrique onvergente et que tous ses termessont positifs.2. Montrer que la suite (un) est roissante puis que la suite (vn) est déroissante.3. Déduire des deux questions préédentes que les suites (un) et (vn) sont onvergentes et ont la même limite.4. On onsidère la suite (tn) dé�nie par tn Æ 2un Å3vn .Montrer qu'elle est onstante.5. Déterminez les limites des suites (un) et (vn).EXERCICE 3 (3,5 points )Soit f la fontion dé�nie sur l'intervalle ℄1 ; Å1[ par f (x)Æ xlnx1. a) Déterminer les limites de la fontion f en 1 et en Å1.b) Étudier les variations de la fontion f .2. Soit (un) la suite dé�nie par u0 Æ 5 et unÅ1 Æ f (un) pour tout entier naturel n.a) On a traé la ourbe représentative C de la fontion f sur la �gure 1 page suivante qui sera rendue ave laopie. Construire la droite d'équation y Æ x et les points M1 et M2 de la ourbe C d'absisses respetives u1 etu2. Proposer une onjeture sur le omportement de la suite (un).2



b) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a un > e (on pourra utiliser la question 1. b.).) Démontrer que la suite (un) onverge vers un réel ` de l'intervalle [e ; Å1[.d) Déterminer la valeur de `. À ompléter et à rendre ave la opie
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FIGURE 1 � question 2.a)
EXERCICE 4 (4,5 points )Partie ASoit f la fontion dé�nie sur R par f (x)Æ 3e x42Åe x4 .a. Démontrer que f (x)Æ 31Å2e¡ x4 .b. Étudier les limites de la fontion f en Å1 et en ¡1. . Étudier les variations de la fontion f .Partie B1. On a étudié en laboratoire l'évolution d'une population de petits rongeurs. La taille de la population, au tempst , est notée g (t). On dé�nit ainsi une fontion g de l'intervalle [0 ; Å1[ dans R. La variable réelle t désigne letemps, exprimé en années. L'unité hoisie pour g (t) est la entaine d'individus. Le modèle utilisé pour dérireette évolution onsiste à prendre pour g une solution, sur l'intervalle [0 ; Å1[, de l'équation différentielle(E1)y 0 Æ y4 .3



a) Résoudre l'équation différentielle (E1).b) Déterminer l'expression de g (t) lorsque, à la date t Æ 0, la population omprend 100 rongeurs, 'est- à-direg (0)Æ 1.) Après ombien d'années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la première fois ?2. En réalité, dans un seteur observé d'une région donnée, un prédateur empêhe une telle roissane en tuant uneertaine quantité de rongeurs. On note u(t) le nombre des rongeurs vivants (exprimé en entaines) au temps t(exprimé en années) dans ette région, et on admet que la fontion u, ainsi dé�nie, satisfait aux onditions :(E2)8<: u0(t) Æ u(t)4 ¡ [u(t)℄212 pour tout nombre réel t positif ou nul,u(0) Æ 1.où u0 désigne la fontion dérivée de la fontion u.a) On suppose que, pour tout réel positif t , on a u(t) È 0. On onsidère, sur l'intervalle [0 ; Å1[, la fontion hdé�nie par h Æ 1u . Démontrer que la fontion u satisfait aux onditions (E2) si et seulement si la fontion hsatisfait aux onditions(E3)8<: h0(t) Æ ¡14h(t)Å 112 pour tout nombre réel t positif ou nul,h(0) Æ 1.où h0 désigne la fontion dérivée de la fontion h.b) Donner les solutions de l'équation différentielle y 0 Æ¡14 y Å 112 et en déduire l'expression de la fontion h, puiselle de la fontion u.) Dans e modèle, omment se omporte la taille de la population étudiée lorsque t tend vers Å1 ?EXERCICE 5 (5 points )1. Restitution organisée de onnaissanesPrérequisOn admettra les résultats suivants :Pour tout réel a È 0 et tout réel b È 0, ln(ab)Æ ln(a)Å ln(b) et ln(1)Æ 0Exprimez les nombres suivants en fontion de ln(a) ou ln(b). Vous justi�erez vos réponses.a) ln¡ 1b ¢ ; b) ln¡ ab ¢ ; ) ln(an) ave n 2N.2. Pour haque question, répondre par VRAI ou FAUX. Les réponses devront être JUSTIFIÉES.a) Soit z 2C.i. jzj Æ j1¡ zj () z Æ 12 ; ii. ¡ 23Å 43 i est la solution de l'équation 2zÅizÅ2iÆ 0.b) Soient f et g les fontions dé�nies sur R par :f (x)Æ ex Åe¡x2 et g (x)Æ ex ¡e¡x2i. Pour tout réel x, f (x)Å g (x)È 0 ;ii. Pour tout réel x, ¡ f (x)¢2¡ ¡g (x)¢2 Æ 1 ; iii. Pour tout réel x, 2 f (x) ¢ g (x)Æ g (2x).3. a) Déterminez une primitive sur R de la fontion f dé�nie par f (x)Æ 2e3x¡e3x Å1¢2 ;b) i. Soit f la fontion dé�nie sur R par f (x) Æ (2x Å1)e¡x . Déterminez les réels a et b pour que la fontion Fdé�nie par F(x)Æ (axÅb)e¡x soit une primitive de f sur R.ii. Déterminez la primitive G de f sur R telle que G(0)Æ¼.4


